Vraag 1. /2

r = cos(2t)i — sin(2t)j + 4tk

a) Zoek de hoek tussen de positie- en snelheidsvector bij t = %
b) De versnelling a kan geschreven worden als de som van de tangentiéle en
de normale component a = %T%— v kN. Vind deze in functie van t(niet
voor t = % ).



Vraag 2. /2
2
// (2 + )7 + %y + 3] dA met
M

M={(z.y)R |2* +y* <len|z|+]y|>1}
a) Schets de opperviakte M
b) Bereken de integraal



Vraag 3. /2

Bepaal het volume waarvan het gebied volledig boven de sfeer % +y?+2*> = 6
en binnen de paraboloide z = 4 — x* — y? ligt.
hint: cilindrische coordinaten



Antwoorden:



Antwoord 1. a) v= —2sin(2t)i — 2 cos(2t)j + 4k

Met behulp van het inproduct weten we dat cos(f) = —“TT|'|1|)U||

| 7 ||= /cos2(2t) + sin®(2t) + 1612 en || v ||= \/4sin®(2t) + 4 cos?(2t) + 16

o .. o —2 cos(2t) sin(2t)+2 sin(2¢) cos(2t)+16¢
Als we dit invullen krijgen we cos(f) = \/cos? (28) 1 5in® (22) + 1612 /4 sin? (20) 1 4 cos? (20) 1 16
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Als we dan t = e moullen bekomen we \/ﬁ

Dit vereenvoudigd zich tot \%72 = \/75 Dus 0 = 7.
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b) We weten al dat || v ||= v/20 dus & = 0. Dan heeft a enkel een normale
component v’k. We zouden deze kunnen berekenen maar het kan met minder
rekenwerk door te gebruiken dat de tangentiéle component 0 is. We kunnen v
afleiden dan krijgen we a = —4 cos(2t)i+4sin(2t)j = 4(— cos(2t)i+sin(2t)7).
De norm van — cos(2t)i + sin(2t)j = 1 en omdat we weten dat a geen tan-
gentiéle component heeft kunnen we zeggend dat — cos(2t)i + sin(2t)j = N
Dus we zien dat de ontbinding in een tangentiéle en normale component van
a onafhankeligk is vant en a= 0T+ 4N.



Antwoord 2. a)

X

b) We kunnen deze integraal opsplitsen in 3 delen // (z? +y2)_73 dA +
M

7T2
// —ydA+// 3dA.
M 6 M

Voor de eerste integraal zien we dat zowel x als y in het kwadraat staat. Het
teken heeft dus geen belang, dan kunnen we de symmetrie gebruiken door over
de oppervlakte in het eerste kwadrant te integreren en dan maal 4 te doen.
Dan krijgen we 4 fol dx ffﬁ?(ﬁ + y2)_73 dy .

We lossen deze op met behulp van poolcoordinaten. 0 < % en de ondergrens
voor straal ligt op de rechte y = 1 — x dus rsin(fd) = 1 — rcos(0) dan is

_ 1 1 I g
e e O ORI O () < r <1 endedy = rdrdf. Dan krijgen we

z 1 =3 z 1 z, .
4f02 de fsin(@)icos(@) T(rz) ’ dr - 4f02 de fsirx(ﬂ)Jlrcos(G) 7% d/f' = 4f02 (Sln(e) +

cos(f) —1)dd = 8 — 27.
2
Voor // %y dA zien we dat deze onafhankelijk is van x en een oneven
M

3
1

functie in y, op de schets zien we dan dat er evenveel oppervlakte boven en
onder de z-as is, dus deze integraal zal 0 zijn.

De derde integraal // 3dA is onafhankelijk van z en y dus kunnen we

weer 4 keer over de oft\)/[pervlakte i het eerste kwadrant integreren. Maar
omdat dit een constante functie is is het makkelijker om het volume te be-
rekenen van het voorwerp met ons grondopperviak als figuur en hoogte 3.
Het grondoppervlak is 1/4 van een cirkel min de driehoek. Dus dit wordt

4x3x(£x1?—EL) =31 6.

dan tellen we onze 3 uitkomsten op en verkrijgen we ons antwoord // (% + y2)773 dA+
M

2
// 7T—ydA—i—// 3dA=8—-2r+0+31—6=7m+2
m 6 M



Antwoord 3. We gaan dit volume berekenen met de driedubbele integraal
/// dV. We lossen deze op met cilindrische coordinaten, dus dV = rdrdfdz.
v

0 <0 < 2. Voor r weten we dat de ondergrens 0 is bij de top van de pa-
raboloide. Voor de bovengrens moeten we de grootste cirkel vinden, dit is
wanneer de sfeer en de paraboloide elkaar snijden.

Eerst zoeken we de hoogte waarop ze elkaar snijden, daarvoor vormen we de
vergelijking van de sfeer om naar z* = 6 — 2% — y?. Hierin vullen we de
vergelijking van de paraboloide in zodat z*> = 2 + z. Deze vergelijking heeft
2 oplossingen z = 2 en z = —1 en aangezien we het volume boven de sfeer
nodig hebben moeten we het bovenste snijpunt nemen, dus z = 2. Als we dit
in 1 van de vergeligkingen in vullen hebben we een cirkel op hoogte z, even-
wijdig met het xy-vlak met vergelijking x* + y*> = 2, dus de bovengrens voor
de straal r = /2. 0 < r < V2.

Voor z kunnen we dan de vergelijkingen van de sfeer en de paraboloide omvor-
men met 224+y? = r naar z. De ondergrens op de sfeer wordt dan z = /6 — r?2
en de bovengrens op de paraboloide z = 4 — % zodat /6 — 1?2 < 2z < 4 — 2.
Dan moeten we de volgende driedubbele integraal oplossen.: fozw de foﬁ rdr fj;% dz.

Deze geeft ons het antwoord V = 2 (17 — 62).



