Calculus I, 19/10/2015

1. (a) Toon aan dat de rationale functie

B +3x2—x+1
222

fz) =

(voor alle x # 0) bekomen wordt via volgende procedure: Start met een gelijkbenige rechthoekige
driehoek OAB, met B het punt (z,0) op de x-as, O de oorsprong, en A het punt (0,z) op de
y-as. Bepaal het snijpunt E van de rechten y = 1 en de rechte AD, met D het vaste punt (1,0).
Bepaal vervolgens de middelloodlijn van het lijnstuk AE. Het snijpunt van deze middelloodlijn
met de verticale rechte door B bepaalt de lokale functiewaarde f(z).

Uitwerking e Wat verwarrend kan zijn in deze opgave, is dat voor de codrdinaten van A en B de letter
x gebruikt wordt. Zorg ervoor dat je onderscheid blijft maken tussen deze x en de eenheid
van de horizontale as. Dit kun je bijvoorbeeld doen door de horizontale as de letter ¢ te
geven.

e Bepalen van snijpunt E:
— Rechte door A en D heeft dan als vergelijking: y = —xt + .
— Snijpunt F van de rechte door A en D en de rechte y = 1: Losop y = —at+x Ay = 1.

— Dit geeft £ = (E 1).

e Bepalen van vergelijking van middelloodlijn:
— M.b.v. middelpunt M van AS en de richtingscoéfficiént van AS:

* De coordinaten van middelpunt M van AS zijn (’”2—;1, H‘T:”)

x De rico m van een rechte loodrecht op AS voldoet aan m - —x = —1, dus m = %

* Dus de vergelijking van de middelloodlijn:
vt =1 (- ey=1 (- )+ 1
— Of m.b.v. gelijke afstand tot E en A:
x Bepaal de vergelijking van de middelloodlijn door te stellen dat de afstand tot E

gelijk moet zijn aan de afstand tot A, d.m.v.:

\/<t_m;1>2+(y_1)2: 7+ (v —2)°

e Het snijpunt van de middelloodlijn en de verticale rechte door B(x,0), vinden we door
. _ 1 — 1 —
het volgende stelsel op te lossen: y = i (2t — %ﬁl) + At =2
Dit geeft y = 1 . (v — £1) 4 Lf2 = 243 okl

_ z84322—ax+1
- 22

e Dus als dit snijpunt de waarde van f(x) bepaalt, dan geldt f(x)
Puntenverdeling:
e Totaal: 1,5 pt
Richtingcoéfficiént rechte door A en D: 0,25 pt
Coordinaten van E: 0,25 pt
Vergelijking middelloodlijn: (0,25+0,25+0,25=) 0,75 pt
Eindconclusie: 0,25 pt

Aftrek: per rekenfout: -0,25 pt. Indien geen onderscheid tussen 'x’ en 'x’: -0,5 pt.
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(b) Toon aan dat de gevonden functie f(z) een schuine asymptoot heeft door de volgende limieten
uit te rekenen:

. T
P AC)
r—+oco X
lim | f(z) — ~a
T—+00 2
o . 3 2_ . . 3 2
Ultwerklng ) f(x) = %7 SO hmx‘)+oo 7fgf) — hmx%+oo % — %
. 343z2—z+1 1 . 3432 —x4+1—23 3
o limg oo [T ZEL — Ly| = lim, o | T3 | = 3

e De vergelijking van de asymptoot is dus y = %:c + %

Puntenverdeling:
e Totaal: 0,5 pt
o limy 00 2% = 1: 0,25 pt
o lim, oo |ZHEEEE Lo = 200,25 pt

e Aftrek: per rekenfout: -0,25 pt.

(c¢) Bereken de raaklijn aan de grafiek van f, voor de x-waarde z = 1.

. . 3492 922 (322 4+-62—1)— (234322 —z+1)4
Uitwerking o f(z) = % = f'(z) = 22 (322 46z )4:5(4m +32% a4 1)dz

o /(1) = 2~(3+671)7£1+371+1)4 _o.

e Vergelijking van de raaklijn f alsx =1isy =2
Puntenverdeling:
e Totaal: 0,5 pt
e f(z)=0:0,25pt
o y=2: 0,25 pt
e Aftrek: per rekenfout: -0,25 pt.

(2.5 ptn)
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2. Gegeven de functie p(z) = x — 2 cot~!(z).

(a) Benoem het domein van de functie p(x). Toon aan dat je het voorschrift van p(x) kan herschrijven

tot
L sgne
) =1 —2sin” ! | ———
P() <v1+x2>

Uitwerking e De inverse van de cotangens is als volgt gedefinieerd: cot™!(z) = tan=!(1).
Domein van y = 1 is Ry, domein van y = tan~'(z) is R, dus het domein van y = tan™*(1)
en dus van y = cot™(z) is Ro.

. -
e Laat zien dat p(x) = z — 2sin (;%)

S | _
— Stel y = cot™'(x), dan moet er gelden dat y € [7”, g}

We moeten laten zien dat y = sin~! < Ll )

1+x2
y = cot 1(z) & cot(y) =z & (sj?r?((zz;/)) -
| —sin? ) 1-s1n”(y)
- oLy -sgn(cos(y)) = \/J, want cos(y) > 0
22
= 2?2 = W) o p26in2(y —sin’(y) < sin®(y) = H%

Omdat $25® ( ) en cos(y) > 0, weten we dat sgn(sin(y)) = sgn(z).

sin(y)
Dus sin(y) = y = sin~! <\s/glr:(%)2)

(y) =
& sin(y) = Vi -sgn(sin(y))

()

) &

Puntenverdeling:
e Totaal: 1,5 pt
e Domein is Ry: 0,5 pt
o p(z) =z —2sin! (%): 1,0 pt
e Aftrek: per rekenfout: -0,25 pt, indien sgnz niet verantwoord: -0,25 pt.
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(b) Argumenteer dat p(z) een oneven functie is.
Uitwerking o cot™!(z) = tan"!(1)
o y= % is oneven.
e y = tan"!(z) is oneven.
e Een oneven functie toegepast op een oneven functie geeft een oneven functie, dus tan~! (%) =
cot™!(x) is oneven.

Puntenverdeling:
e Totaal: 0,5 pt

e Aftrek: Indien wel een argumentatie is gegeven voor p(z) oneven is, maar er is niet hel-

der gemotiveerd waarom cot™!(—x) = —cot~!(z): - 0,25 pt; indien foutieve bewering als
1 _ COS7i(m).
cot™ (z) = sinT(s) 0.5 pt.

(¢) Bereken de afgeleide p/(—1).
Uitwerking p(r) = x — 2 cot~!(x).
Bereken p/(— 1)

We weten dat L cot™!(z) =
plz)=1- 21+%
pP-1)=1-2=L=1+1=2

dus

1+ 27

T+1
e Alternatief: gebruik dat p(z) = x — 2sin™! <\/S%) dat (sin~!(z)) = \/11_7 en dat je

weet dat sgn(x) voor gegeven x # 0, beschouwd kan worden als een constante.

!/ 2
De afgeleide wordt dan: p/(z) = (a:—2 sin~! ( mEe )) = 1—2\/1 1 Ooseneg (e e =

Vita? - e
“+x
1—292 1 . —sgnz-x
z2 (1+x2)%
1+ac2

! 1 -1
Dusp(—l)zl—Qﬁ-@)% =2
Puntenverdeling:
e Totaal: 0,5 pt
e p(z)=1- HQ 0,25 pt.
e p/(—1)=2: 0,25 pt. NB indien p'(x) geheel fout, dan geen punten voor p’(—1)
e Aftrek: per rekenfout: -0,25 pt.

(2.5 ptn)
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Opmerkingen

la

1b en lc

2a

2a-vervolg

2b

2c

De grootste moeilijkheid in opgave la was het gebruik van de letter x voor de positie van A en B. Dit
probleem kon verholpen worden door ofwel de codérdinaten van A en B te noteren als bv A(0, zg) en
B(z,0) ofwel door de eenheid van de horizontale as een andere letter te geven. Hierna leverde deze
opgave weinig problemen meer op, op rekenfouten na.

Deze opgaven leverden weinig problemen op. De fouten die gemaakt werden, waren meestal het gevolg
van slordig rekenen.

Het domein van de cot~!(z) was voor veel studenten lastig. De inverse van de cotangens kan op
meerdere manieren gedefinieerd worden. In het boek van deze cursus echter, wordt de volgende definitie
gehanteerd: cot™!(z) = tan™! (%), waarvoor moet gelden dat = # 0. Het domein is hiermee Ry.

Het aantonen dat de twee uitdrukkingen gelijkwaardig zijn, werd door een aantal studenten overgesla-
gen. Vergeten misschien?

Er zijn grofweg twee manieren gebruikt om dit aan te tonen: door de vergelijking y = cot™!(z) te

manipuleren en uit te komen op y = sin™! (\;’%) en door gebruik te maken van een rechthoekige

driehoek, waarmee de relatie tussen de inverse sinus en de inverse cotangens getoond werd. In beide
gevallen is het van belang rekening te houden met het teken (sgn(x)): dit werd soms vergeten.

-1
Belangrijke foutieve aannamen zijn de volgende: dat cot~!(z) hetzelfde zou zijn als %1((96)) en, verge-
x
sin™' (1)
lijkbaar, tan_l(%) dat gelijkgesteld werd aan m. Dit is niet correct: het nemen van de inverse

en het delen van functies, is niet commutatief!

De meeste studenten konden wel enige onderbouwing geven waarom p(z) oneven was, maar deden daar-
bij uitspraken zonder deze te onderbouwen, zoals cot™(—z) = — cot™!(z) of sin™!(—z) = —sin~!(x).
Het is van belang terug te gaan tot uitspraken waarvan het triviaal is dat ze correct zijn.

Het berekenen van de afgeleide werd op veel verschillende manieren aangepakt: met behulp van de

formule voor de afgeleide van de inverse cotangens, de formule voor de afgeleide van de tangens (in

combinatie met de definitie van de inverse cotangens), de formule voor de afgeleide van een inverse

functie en/of de formule voor de afgeleide van de inverse sinus (in combinatie met de identiteit uit

de opgave). In het laatste geval werd soms geconstateerd dat de functie sgn(x) als een constante
T

beschouwd mag worden, terwijl anderen het omschreven tot o] Alle genoemde aanpakken leidden,

modulo rekenfouten, tot een correcte uitkomst, maar verschilden zeer in benodigde tijd.



