Examen G0OU13 Bewijzen en Redeneren
Bachelor 1ste fase Wiskunde

vrijdag 31 januari 2014, 8:30-12:30
Auditorium L.00.07

Naam:
e Geef uw antwoorden in volledige, goed lopende zinnen.

e Het examen bestaat uit 5 vragen. Begin het antwoord op elke vraag op het examen-
blad en vul eventueel aan met losse bladen.

e Kladbladen worden niet nagekeken en hoeft u niet in te leveren.

e Voor elke vraag kunt u 10 punten verdienen. De puntenverdeling per onderdeel is:

Vraag 1: (a) 4 pt (b) 6 pt

Vraag 2: 10 pt  (5pt voor elke implicatie)

Vraag 3: (a) 6 pt (b) 2 pt (c) 2 pt

Vraag 4: (a) 2 pt (b) 8 pt
Vraag 5: (a) 2 pt (b) 4 pt (c) 4 pt
e Succes!



Naam:

Vraag 1 (a) De rij van Fibonacci-getallen wordt gegeven door ag =0, a; = 1 en
Api1 = Qp + Q1 voor elke n € N

Bewijs met volledige inductie dat
a; = Qg1

geldt voor elke n € N.
(b) Laat zien dat de rij (b,) met b, = ag,+1 voldoet aan de recursierelatie
anrl = 3bn - bnfl

en bereken de voortbrengende functie

flx) = bua"
n=0

Antwoord 1 (a) Beginstap: Voor n = 0 is de bewering dat a3 = aga;. Dit is juist want
ag = 0, zodat beide leden gelijk aan 0 zijn. De bewering geldt dus voor n = 0.
Inductiestap: Neem n € N willekeurig en veronderstel dat de bewering juist is voor

n. We nemen dus aan dat g az = QpCpyl-

k=0
Dan is
n+1 n
2 _ 2 2 _ 2
E ay, = E ap + a, 1 = Qplpi1 + Ay -
k=0 k=0

Het rechterlid is a,11(a, + a,41) en vanwege de recursierelatie voor de Fibonnaci-
getallen is dit gelijk aan a,,11a,12. We vinden dat

n+1

2
E A = Qp410n4-2
k=0

en hiermee is de bewering bewezen voor n + 1.

Conclusie: Omdat de basisstap en de inductiestap bewezen zijn, volgt dat de bewering
geldt voor elke n € N, vanwege het principe van volledige inductie.



(b) Omdat b, 1 = ag,43 geldt vanwege de recursierelatie voor de Fibonnaci-getallen dat
b1 = G2ny2 + A2ny1 = A2ny2 + by
We passen nogmaals de recursierelatie toe en we vinden
bpi1 = Gopy1 + a2, + by = by + ag, + by, = 26, + aop,.

Het is nu de bedoeling om as, te herschrijven tot een uitdrukking waarin alleen ay’s
met k oneven voorkomen. Dit kan omdat we de recursie as, 1 = as, + a2,_1 kunnen
omvormen tot

Q2p = G2p4+1 — G2p—1-

Dus as,, = b,, — b,,_1 en we vinden
bn—i—l = 2bn + bn - bn—l = 3bn - bn—la

zoals gevraagd was.

Merk op dat by = a; =1 en by = az = 2. Er geldt

f(z) = ibnx" =1+2z+ ibnx”
n=0 n=2

Voor n > 2 gebruiken we b,, = 3b,,_1 — b,,_o. Dus

flz) =142z + i(?)bnl — bp_o)z"

n=2
= 1+2x+32bn_1x”—2bn_2x". (1)
n=2 n=2

De twee reeksen in (1) bekijken we afzonderlijk. Er geldt

Z bnfl.%n = b1372 + b2373 + b3$4 +---= l’(blx + 621'2 + 631'3 + - )
n=2
= z(f(z) —bo) = x(f(z) — 1),

want by = 1, en

an_zl’n = b0$2 + b1$3 + b2$4 + = LL’Z(bO + bll’ + b2$2 + - )

n=2

=" f(z)



Dit gebruiken we in (1) en er volgt
flz) =1+2x+3x(f(x) — 1) — 2% f(x)
Breng hierin alle termen met f(z) naar links:
flx)=3zf(x)+2°f(z) =1+2r—3r=1—=x
De linkerkant is f(z)(1 — 3z + 2?). Na deling door 1 — 3z + 2% vinden we

B 11—z
1 — 3z + a2

f(z)
en dit is bijgevolg de voortbrengende functie van de rij (by,).

Het is mogelijk om uit de voorbrengende functie een expliciete formule voor de
getallen b,, te vinden, maar dit was niet gevraagd in de opgave.



Naam:

Vraag 2 Zij X en Y niet-lege verzamelingen en f : X — Y een functie. We definiéren
F:P(Y)— P(X) door

F(B)= f"%B), wvoor Be P(Y).
Bewijs dat F' injectief is als en slechts als f surjectief is.

Antwoord 2 We bewijzen twee implicaties.

Bewijs van: F' is injectief = f is surjectief Veronderstel dat F' injectief is. Neem
y € Y willekeurig. Dan zijn {y} en () twee verschillende elementen van P(Y). Omdat F'

injectief is geldt er
F({y}) # F(0)

Vanwege de definitie van F' is dus

F{yh) # 170).
Het is duidelijk dat f~'(0) =0 en f~'({y}) = f*(y) = {z € X | f(x) = y}. Dus

{re X[ f@)=y}#0.

Eris dus een z € X met f(z) =y. Omdat y € Y willekeurig gekozen was betekent dit dat
f surjectief is. De eerste implicatie is nu bewezen.

Bewijs van: f is surjectief = [’ is injectief We veronderstellen nu dat f surjectief is.
Om te bewijzen dat F' injectief is, nemen we By, By € P(Y) met F(B;) = F(Bs). Het is
de bedoeling om te bewijzen dat B; = By. We moeten gelijkheid van twee verzamelingen
aantonen en dit gaan we doen door twee inclusies aan te tonen, nl. By C By en By C B;.

Neem y € B; willekeurig. Omdat f surjectief is, bestaat er een z € X met f(x) = y.
Dan geldt f(x) € By, en dus x € f~!(B;). Vanwege de definitie van F' is dan = € F(B;).
Uit de gelijkheid F(B;) = F(By) volgt dan x € F(By) = f~!(Bs). Dit betekent f(x) € Bs.
Omdat y = f(z) zien we dat y € B,. Dit levert ons de inclusie By C Bs.

De andere inclusie By C B volgt op precies dezelfde manier, en we concluderen dat
By = Bs.

Uit F(B;) = F(By) volgt dus dat By = By en dit betekent dat F' injectief is. De tweede
implicatie is nu ook bewezen.



Naam:

Vraag 3 Zij X en Y twee niet-lege verzamelingen. Met Fun(X,Y") noteren we de verza-
meling van alle functies f : X — Y. Zij R de relatie op Fun(X,Y") gedefinieerd door

(fi9) €R

als en slechts als er bijecties 0 : X — X en 7:Y — Y bestaan met
foo=rog

(a) Bewijs dat R een equivalentierelatie op Fun(X,Y) is.
[N.B.: Algemene eigenschappen van bijecties mag u gebruiken zonder bewijs.|

(b) Neem aan dat |X| = 4 en |Y]| = 3. Geef twee functies f,g € Fun(X,Y) die niet
equivalent zijn onder de equivalentierelatie R. Beargumenteer uw antwoord.

(c) Hoeveel equivalentieklassen van R zijn er als | X| =4 en |Y| =3 7 Geef één element
van elke equivalentieklasse.

Antwoord 3 (a) We moeten laten zien dat R reflexief, symmetrisch en transitief is.

Bewijs dat R reflexief is: Neem f € Fun(X,Y) willekeurig. De eenheidsfuncties Ix
en Iy zijn bijecties en er geldt folx = fen Iyof = f. Dus folx = Iy o f. Er zijn dus
bijecties 0 en 7 met foo = 7o f, namelijk 0 = Iy en 7 = Iy. Dit betekent dat (f, f) € R.
De relatie is dus reflexief.

Bewijs dat R symmetrisch is: Neem f, g € Fun(X,Y') willekeurig en veronderstel dat
(f,g) € R. Er zijn dan bijecties o en 7 met f oo = 70g. Omdat o en 7 bijecties zijn, zijn
ze ook inverteerbaar. De inverse functies o~ en 77! bestaan dus, en dit zijn ook bijecties.
We stellen 70 g = f o o samen met 7-! van links en met o' van rechts. Dan volgt
rlorogoot=1tofoooo .

Vanwege associativeit hoeven we hier geen haakjes te plaatsen. Ook geldt 7=t o7 = Iy en
o o0 ! = Ix. De eenheidsfuncties kunnen we weglaten en er volgt

goo l=1"lof.

Omdat o~ en 77! bijecties zijn, volgt nu dat (g, f) € R. De relatie is dus symmetrisch.



Bewijs dat R transitief is: Neem f, ¢, h € Fun(X,Y") willekeurig en veronderstel dat
(f,9) € Ren (g,h) € R. Er zijn dan bijecties 01,09 op X en 11,75 op Y zodat

fooy=m0g9, en gooy=m0h.

Neem o = 01 009 en T = 71 0 T». Dit zijn bijecties en er geldt

foo=fooio0y=T10g009

=T1i0m0h=To0h.

Dus (f,h) € R. De relatie is transitief.

(b)

Stel X = {xy, 29, 23,24} en Y = {y1, 99, y3}. Twee functies f en g die niet equivalent
zijn zijn bijvoorbeeld

f:X=>Y: iz f(z)=u voor elke © € X

en
Y1 alsx =x of x = 29
g: X =Y x—g(r)=<y alsz=ux3

ys alsx =uxy

Als f en g equivalent zouden zijn, dan f o o0 = 7 o g voor zekere bijecties o en 7, en
danzoug=7"1to foo.

De functie 77! o f o o beeldt elke z € X af op 77(y;). Deze functie is bijgevolg
constant. ¢ is echter niet een constante functie, zodat g en 7=! o f o o niet gelijk
kunnen zijn. Bijgevolg zijn f en g niet equivalent onder de equivalentierelatie R.

Er zijn 4 equivalentieklassen. Ten eerste zijn er de constante functies waarvan de
functie f uit onderdeel (b) een voorbeeld is.

Ten tweede zijn er de surjectieve functies, zoals g uit onderdeel (b). Hier is er een
waarde y; in Y die twee keer aangenomen wordt als beeld van een element uit X en
de andere elementen van Y komen 1 keer voor als beeld.

Er blijven dan nog de functies over met twee beelden. Dus functies h : X — Y met
|h(X)| = 2. Hierbinnen zijn nog twee equivalentieklassen te onderscheiden, namelijk
functies waarbij een y; in Y drie keer als beeld voorkomt, zoals bij

h:X—>Y:x._>h(m):{y1 als x =21 of t = 29 of . = 23

Yo alsz =1y
en functies waarbij twee waarden in Y elk twee keer als beeld voorkomen, zoals bij

l = f =
k;X%Y:ka(x): Y1 alsxr=x10tx =2
yo alsx=uz30f x =4



Naam:

Vraag 4 (a) Geef de definitie van convergentie van een rij reéle getallen.
(b) Voor elke n € N definiéren we de functie

1+ nx + n?
.+ . _

Bewijs met behulp van de definitie dat de rij (f,,(x))nen convergent is voor elke x > 0.
Antwoord 4 (a) Een rij reéle getallen (a,),en is convergent als
dALeER:Ve>0:IngeN:Vn>ng:|a, — L| <e.

In woorden betekent dit: Er is een reéel getal L (de limiet van de rij) zodanig dat
voor elke € > 0 er een index ng € Ny te vinden is zodanig dat a, minder dan € van
L verschilt voor elk natuurlijk getal n > ny.

(b) Laat x> 0. We laten zien dat (f,(z)), convergent is met limiet L = <.

Kies € > 0 willekeurig. Neem ny € N met

11
ng > max 1,—,ﬂ .
x? xe

Vanwege de Archimedische eigenschap van reéle getallen is het zeker mogelijk om
zo'n natuurlijk getal te kiezen. Kies n > ngy willekeurig. Dan geldt n > 1, n > m% en

n > 4z
- xe

We berekenen nu eerst f,,(z) — <. Er geldt
1 1+nz+n* 1
o) = = T s
z(1 + nz +n?) — (1 + n’x)
z(1 + n2x)
r+nz?—1
x + n2x?

1
T

Omdat n > = is de teller  +na? — 1 > 0. De noemer is ook > 0. Dus geldt

fn<x) - 1

xz

_az+nx2—1

= @)

x + n2z?

Omdat = +nz? — 1 < o + na? en x + n?2x? > n%z? en alle uitdrukkingen zijn strikt
positief, volgt uit (2) dat

fn(x) - 1 <

T

x + na?  14na

(3)

n2x? n2x



We weten dat n > 1 zodat 1 + nz < n + nz. Uit (3) volgt dan vervolgens

fn(z) - 1 <

X

n+ nx 14+
n2x nT

Nu merken we op dat n > T—f, hetgeen ook geschreven kan worden als

nre > 1+,

omdat x > 0 en € > 0. Dan ook 1:—; < ¢, en als we dit combineren met (4) dan

vinden we

<eE.

fule) = -

(5)

Hiermee is bewezen dat (f,(x)), convergeert naar X, vanwege de definitie van con-

vergentie van een re€le rij.



Naam:

Vraag 5 Neem aan dat A C R een niet-lege naar boven begrensde deelverzameling van R
is.

(a) Geef de definitie van het supremum sup(A) van A.

(b) Neem aan dat (x,) een rij is met x,, € A voor elke n € N. Bewijs dat

lim sup z,, < sup(A).

n—o0

(c) Bewijs dat er een convergente rij (x,) met x, € A voor elke n € N, bestaat met
limiet gelijk aan sup(A).

Antwoord 5 (a) Het supremum van A is de kleinste bovengrens van A. Dus s = sup(A)
als en slechts als s een bovengrens is van A, en als voor elke bovengrens b van A geldt
dat s < b. In kwantoren betekent dit

VeeA:z<s) AN(MbeR:[VxeA:x<b= s<}|)

(b) Zij s = sup(A). Volgens de definitie van lim sup geldt dat

limsupz, = lim y, met vy, =sup{z, |m >n}.
n—00 n—00

Voor elke n € Nis {z,, | m > n} C A want alle elementen van de rij (z,) behoren
tot A. Dan geldt ook voor de suprema sup{x,, | m > n} C sup(A), ofwel

Yn < 8

Deze ongelijkheid geldt voor elke n € N. We weten uit de theorie dat de rij (y,)
convergent is met limiet gelijk aan limsupz,. De niet-strikte ongelijkheid blijft
behouden in de limiet. Dus

lim y, <s

n—o0

en dit betekent precies dat
lim sup z,, < sup(A).
n—oo

(c) We schrijven weer s = sup(A). We gaan een 1ij (x,,) in A construeren die convergeert
naar S. Kies g € A willekeurig. Voor n € Ny gaan we z,, als volgt kiezen. Omdat s
de kleinste bovengrens van A is, is s — % geen bovengrens van A. Bijgevolg is er een
element van A dat groter is dan s — % We kiezen zo'n element en noemen het z,,.
De rij (z,,) die we zo krijgen behoort tot de verzameling A. Voor elke n € Ny geldt
dan

s——<z,<s (6)



De tweede ongelijkheid geldt omdat x,, € A en s = sup(A).

We gebruiken nu de insluitstelling. Het is duidelijk dat lim (s— %) =sen lim s =s.

n—oo n—oo

Dan volgt uit (6) en de insluitstelling dat
lim z, = s

n—oo

en dit is hetgeen we moesten bewijzen.

11



