Formularium Wiskunde

Te gebruiken bij examen Inleiding tot de Hogere Wiskunde

1 Transcendente functies

1.1 Goniometrische functies

sin x cos T
cotx = cotgr = — -
Cos X sin x COS T sin x

tanr = tgx =

cos(a £ b) = cosacosb Fsinasinb | sinp+sing = 2sin((p+ q)) cos(3(p — q)
1

2

sin(a +b) = sinacosb + cosasinb || sinp —sing = 2cos(3(p + q)
tana £ tanb 1
2

)
tan(a £ b) = T tanatand cosp + cosq = 2cos(5(p+ q)) cos(5(p — q))
sin?z + cos?z = 1 cosp — cosq = —2sin(3(p+ q)) sin(3(p — q))
cos(2z) = cos? z — sin’ sin(2x) = 2sinx cos x
2cos?(z) = 1 + cos(2x) 2sin?(z) = 1 — cos(2x)
dom bgsin = [—1,1] dom bgcos = [—1, 1] dombgtan =R

1.2 Exponentié€le functie en Logaritme

eV =e%e¥ | In(axy) =Inzx+Iny || e Y =e*/e!Y | In(z/y) =Inz —Iny

Inx
TY _ (,T\Y 1 Yy — 41 z _ ,zlna 1 _
e (e") n(z¥) =ylnz a® =e 08y ¥ = 1 —
1.3 Hyperbolische functies
et — e T
sinhz = — bgsinhz = In(z + V22 + 1)
xT —X
coshz = % bgcosh z = bgsinh (V22 — 1) = In(z + V22 — 1)
sinhz e —e™® 1. 1+4+=
tanhz = = bgtanhz = —1
AT = osh e +e? R
cosh? z —sinh?z = 1




2 Differentiaalrekening

2.1 Rekenregels

Definitie: Df(x) = f'(x) = L — i L& £ = (@)

Frg)=Ff =g (fo) =fg+fd <§> _f9—Jg

Kettingregel: (f og)'(z) = f'(9(x))g'(x)
1

1
Afgeleide van inverse functie: (f~ /(x) = —
( @)
2.2 Overzicht van afgeleiden
y = f(x) dy/dx = f'(x) y= f(x) dy/dx = f'(x)
azx™ anx™ ! a 0
a® a®lna e’ e’
1
1 1 -
08a zlna ne T
sinx cos cos T —sinx
1
tan x 3 =1+ tan’x cot x —— = —1—cot’x
cos? ¢ sin” x
secx secx tanx cosec x —cosec x cotg x
sinh x cosh x cosh x sinh x
1 1
tanh x _ bgsin z
cosh? z & V1 T 22
b — bgt
gCos I N gtan x 522

3 Integraalrekening

3.1 Rekenregels

b
Als f continu is en F’ = f, dan /f(x)dm = F(b) — F(a)

=
8
|
N
—~
<
~—
IS
<

b
Substitutieregel: /g(f(m))f’(a:

Partiéle integratie: /f(x)g’(:c)d:c = f(

o)
2
&
|
~
=
8
~—
KQ
—~
oy
U
8




3.2 Overzicht van integralen

y=f(x) [ f@)dz y=f(x) J f(z)dz
ax" a(n+1)"z"™ 4 C sin —cosx + C
1
- In|z|+C cos x sinx + C
e’ e’ +C tan x —In|cosz|+C
a/x
a® na + sec In|secx + tanz| + C
rlne —x
log, = oo +C cosec In|tan(3z)| + C
Inz e —z+C sinhz coshz + C
1 h inh C
o (1/a)bgtan (x/a) + C costLT sInhz +
1 : . R
m In|z 4+ Va2 + z2| + Cy bgsin xbgsinx + V1 —2?2+C
1 1
s 2—1n|(a+1:)/(a—x)|+c bgcos xbgeosx — /1 — 22+ C
a?—x a
1
— bgsin (z/a) + C bgtanz | rbgtanz — 3 In(1 +2°%) + C
a?—x

3.3 Goniometrische integralen
De integraal / R(cos z,sinz)dr met R(z,y) een rationale functie wordt herleid tot een inte-
graal van een rationale functie door middel van de substitutie

2dt 1—¢2 in(x) 2
sSI(r) = ———=
14 ¢2

De in de tabel aangegeven substitutie leidt tot een integraal van een rationale functie in cos x
en sin x:

1
t= tan(§w) dx = T cos(z) = e

do
/ T an T p—y7

R(xz,V2? + 1)dx
/R(ac, V1—2a?)dx | x =sinf dx = cosOd
1 sin 6
/R(:Jc, Va2 —1)dx | x = de = 22 49

cos 6 cos2 0

3.4 Oneigenlijke integraal

1
1
/ - dx convergeert als p < 1 en divergeert als p > 1
o T

3



© 1q )
- dx convergeert als p > 1 en divergeert als p <1
1 X

3.5 Lengte, oppervlakte en volume

De lengte van een kromme K is gegeven door:
[VITU@PE kK= fw), ese<h
/ab VPR + g/ ()2 dt als Ktz = f(t),y=g(t), a<t<b
[ VOPEFE@Rs s Ker=r0), a<o<g

De oppervlakte S van een deel van het vlak ingesloten door de kromme r = f() en stralen
f=aenf=">0is

De oppervlakte S en het volume V' van het omwentelingslichaam dat ontstaat door y = f(x),
a < x < b te wentelen rond de z-as zijn

b b
S:27r/ f@)V1+ (f'(x))?dx V:ﬂ/ (z) dx

4 Complexe getallen

Cartesische voorstelling: z=a+bi € Cmet a=Rez€Renb=Imz € R

Poolvoorstelling: z = re? = r(cosf + isinf) met absolute waarde r = |z| = a2+ b2 en
argument 6 = arg z, tanf = b/a
10

Complex toegevoegde: Z=a —bi =re " = r(cosf — isinf)

Verband tussen goniometrische functies en complexe e-macht:

1, . 1 . 4 4
sinx = ?(e” —e ') cosx = 5(6” +e'%) et = e*(cosy + isiny)
i

Rekenregels:

(a+bi) £ (c+di)=atc+i(b+td)

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) +i(ad + be) | (r1e”")(roe?) = (ryrg)e’+02)
a+bi (ac+bd)+i(bc — ad) ref oy i(01—02)
= = —e

c+di c2 + d? roeif2 iy




5 Reeksen

5.1 Speciale reeksen

n
|
Binomium van Newton: (z + y)" = E (:) 2" Fy* | waarin (:) ﬁ
I(n —k)!

k=0
- 1 —gpntt > 1
Meetkundige reeks: Zrk =~ en voor Ir| < 1: Zrk =1
k=0 k=0
Twee bijzondere reeksen: ; k= §n(n +1) en kz:l k? = én(n +1)(2n+1)

5.2 Convergentiekenmerken

Als > |uy| convergeert, convergeert > u, ook.
n n

Als lim w, # 0 divergeert > uy,.
n—oo n

Een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde monotoon tot 0 naderen is
convergent (Leibniz).

Als f dalend is en [;° f(z)dz < co dan convergeert Y. f(n).

o0
1
De reeks g — is convergent als p > 1 en divergent als p < 1.
n

n=1

Als 0 < uy < Cv,, met C > 0, en Y v, convergeert, dan convergeert » u, ook.
n n

Un+1
Un

Wanneer L gegeven wordt door L = lim {/|u,| of door L = lim
n—oo

n—oo

, dan is > u,
n

divergent als L > 1 en convergent als L < 1.

5.3 Machtreeksen

Cn

1
Wanneer p gegeven wordt door — = lim {/|¢,| of door p = lim , dan is p de conver-
n—oo

n—00 | Cpyl
gentiestraal van ) ¢, a".

n

Voorbeelden van machtreeksen

e’ = i E zk sinz = i 7(_1)/% a2 FL cos T = i (-1)* a2k,
— k! prt (2k + 1)! = (2k)!

5.4 Taylorreeksen
Formule van Taylor:

f"(a)
2!

f(af):f(a)—i-f'(a)(ac—a)—i— (x—a)2+...+



n!

Restterm: Ry41(z) :/ Mf("Jrl)(t)alt

o In+1
Afschatting: |Rp+1(z)| < %maﬂ FOHD(#)] waarbij het maximum genomen wordt
n !
voor t tussen a en (az)
f"(a
Taylorreeks: Z k'( )(m—a)k
k=0

Voorbeelden

oo :L‘n

n(l+z) = Y (-)"'= alsze]-1,1]
n=1 "
0 p2n+l
bgt = 1" Isxze |[—-1,1
ga‘n‘r T;)( )2n+1 als x [ 7]
(s s s(s=1)---(s—n-+1)
(1+2)° = Z< ):c” als x € | — 1,1 waarin ( ) =
n n n!

n=0
6 Functies van meer veranderlijken
6.1 Vectoren

1/2
Norm: ||Z]| = <Zx )
n

Scalair product: Z-¢= ) x;y; = ||Z]| ||F]l cos® met 6 de hoek tussen & en i

i=1
R

Cauchy Schwarz: |Z-g| < ||Z] ||7]|

6.2 Vectorfunctie
Vectorfunctie ¢: I C R — R"™ : t — &(t) = (c1(t), ca(t), ..., cn(t))
Afgeleide vectorfunctie (vectoriéle snelheid): v(t) = &’ (t) = (¢} (t), 4(t), ..., ch(t))

Lengte van kromme geparametriseerd door ¢: [a,b] — R":

/ e’ (t)||dt = / (Cll(t)2 +"'C;1(t)2)1/2 gt

6.3 Afgeleiden

Parti€le afgeleiden naar xy:

af( ) — lim f(xla"'vxk—l)xk+h7$k+1a"'7$n)_f(xl)”'vxn)
axk h—0 h
_ iy [+ her) — f(@)
h—0 h

Gradiént van f: grad f=Vf = < of of )

Oxy’ 7 Oxy,

6



o

Richtingsafgeleide in richting @ # 0: Dgf = grad f -

y

%(f 0 &)(t) = grad f(e(t)) - (t)

Raakvlak aan niveauoppervlak van f door p: (& — p) - grad f(p) =0
Raakvlak aan grafiek van f in (p, f(p): xny1 = f(D) + (£ — p) - grad f(p)

Kettingregel:

6.4 Extrema

Een continue functie f bereikt op een gesloten en begrensd deel S van R™ een globaal maxi-
mum en een globaal minimum.

Kandidaten voor extrema:
1. Punten waar f niet differentieerbaar is,
2. Punten waar grad f = 0,
3. Punten van de rand van S.

Hessiaan van f:

2
H = of .
Ox;0x; i,j=1,...n

Extremum van f onder nevenvoorwaarde h = 0 kan gevonden worden als kritiek punt van
L(z1,..., 20, A) = f(x1,...,2n) — AR(21, ..., 24)

met Lagrange multiplicator A.

6.5 Meervoudige integralen

Als D= {(z,5) [a <o < b, ¢1(x) <y < ¢o(2)}, dan

//f(m,y)d:cdy = /ab [/zjj) f(m,y)dy] dx
D

Als D = {(l',y) ‘ c< Yy < d7 wl(y) <z < 1/}2(:9)}, dan

J[ fadzay = [ ’ [ /w w(()) f(w)dx] dy
D

Oppervlakte van D C R?: // dxdy
D

Als D = {(xvyv Z) | a<z< ba le(x) <y< ¢2(m)? 1/’1(%9) <z< wQ(xvy)}v dan

[ e~ [ [ ] o]
D

P1 (:E,y)



Volume van D C R3: / / / dxdydz
D

Transformatie (u,v) € D'+ (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) € D

//fxydxdy_//f w,v), y(u, ) |J (u, v)| dudv

J(u,v) = det Oz, ) = det i
’ (u,v) 9y dy

Ju  Ov
Poolcodrdinaten (z,y) = (rcosf,rsinf): J(r,0) =

met Jacobiaan:

7 Differentiaalvergelijkingen

7.1 Scheiding van veranderlijken

/% dm—/g(t) dt + C.

7.2 Lineaire eerste orde differentiaalvergelijking

2'(t) + a(t)z(t) = f(t) heeft oplossing z(t) = xp(t) + z g (t) = u(t)v(t) + Cu(t) met

u(t) = exp (— / a(t)dt> en v(t) = / %dt

7.3 Tweede orde lineare differentiaalvergelijking met constante coéfficiénten
Homogene vergelijking: ax”(t) + bx'(t) + cx(t) =0

Karakteristieke vergelijking: aA? +b\+ ¢ =0 met oplossingen A; en A

Als A1, \p € R, dan zp(t) = AeM? + Bet?!t

Als A = Ay € R, dan zy(t) = (A 4 Bt)eM!

Als Mo =p+iw ¢ R, dan zp(t) = e (Acos(wt) + Bsin(wt))

Niet-homogene vergelijking: az”(t) + bx'(t) + cx(t) = f(t)

Oplossing: z(t) = zg(t) + zp(t)

Particuliere oplossing z p(t) proberen aan de hand van tabel



Rechterlid f(t) Probeer zp(t)

Veelterm van graad n ot + et T+t
et Cett
cos(wt) of sin(wt) A cos(wt) + Bsin(wt)
trett (cot™ + c1t™ o ey)e

t" cos(wt) of t"sin(wt) | (apt™ 4+ art" ' + - + ay) cos(wt)
+(bot™ + by t" "t + .- 4 by,) sin(wt)

et cos(wt) of e sin(wt) Aet cos(wt) + Bel sin(wt)




