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1 Kansruimten

1.1 Basisbegrippen

Def: Een klasse A van deelverzamelingen van (2 heet een Sigma-algebra (of
o-algebra) over het universum 2 als A voldoet aan de volgende drie axioma’s

1. Qe A
2. Ak Ac A= A€ A
3. AlsVneN: A, e A= {J,nAn €A

In dit geval zegt men ook dat het koppel (£2, A) een meetbare ruimte
vormt. De elementen van A worden gebeurtenissen genoemd.

Def: Een functie P : A — R wordt een kansmaat genoemd indien
1. P(Q) =1
2. VA€ Ageldt P(A) >0
3. AlsVn € N, A, € AenVi # j : A; N A; = 0 (onderling of paarsgewijs

disjunct), dan
P(|J A=) P(A)
neN neN

Dit derde axioma noemt men het axioma van de aftelbare additivi-
teit, ook wel o-additiviteit genoemd.

Een kansruimte is een drietal (€2, .4, P) bestaande uit het universum (2, een
o-algebra A en een kansmaat P over (.

Def: Een rij verzamelingen A,,n € Ny heet stijgend (notatie A, 1), wan-
neer voor elke n € Ngeldt datA,, C A, ;1. Een rij heet dalend (4, |) als
A, D A,;1. Een rij heet monotoon, als A, 1 ofA, |. We schrijven

< A, alsA
11m:{Un=1 w alsda T (1)

n—oo

Mo, A, alsd, |




Stelling: Zij (2, A, P) een kansruimte.

1. Eindige additiviteit

Als {A,|n € {1,..,N}} paarsgewijs disjunct zijn een Vn €
{1,..,N}, A, € A dan

P(U An) = ZP(An)

2. Vne€ A: P(AY) =1— P(A)
In het bijzonder geeft dit dat P() =0

3. AlsVn e Ny: A, € Aen derij (4,) is monotoon, dan is

P( lim A,)= lim P(A,)

n—-+0o n—-+00

Bewijs -blijkbaar op de slides te vinden?-

Def: Zij C C 2 een collectie deelverzamelingen van een universum. De o-
algebra voortgebracht door C (indien deze bestaat) is de kleinste o-algebra
die C bevat, dwz:

e o(C)iseenc — algebra
e CCo(C)
o Vo-algebra Amet CC A:0(C)C A

Uit deze eis volgt onmiddellijk dat als de o-algebra bestaat, hij ook uniek is:
wanneer er twee zouden zijn kan je uit deze laatste eis bekomen dat de ene
deel moet uitmaken van de andere, en de 2 inclusies geven een gelijkheid.
Daarom is het toegelaten te spreken van ‘de’ kleinste o-algebra .

Voor elke collectie van deelverzamelingen C C bestaato(C), de o-algebra
voortgebracht door C.

Bewijs. Beschouw de collectie
&€ ={A e D) Ao — algebra, A D C}

Merk op dat &, een verzameling van o-algebras, niet leeg is omdat de
machtsverzameling D({2) altijd een c-algebra is en dus tot de collectie &€
behoort. Het enige wat we nu nog moeten doen is uit £ de kleinste o-algebra
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selecteren. Bekijk hiervoor

B = ﬂ A
Ae€

de doorsnede van alle o-algebras in B. Het spreekt voor zich dat B O C.
We tonen nu aan dat ook B zelf een g-algebra is. We tonen dat & stabiel is
onder complementen: als A € B, dan behoort A ook tot A voor alle A € £.
In al deze o-algebras bestaat ook het complement A® | dus dat complement
zit dan ook in de doorsnede. De andere eigenschappen bewijzen gaat op een
analoge manier, dus kunnen we besluiten dat B de gezochte o-algebra o(C)
is.

1.2 Voorwaardelijke kans en onafhankelijkheid

Def: De voorwaardelijke (conditionele) kans van een gebeurtenis A, gege-
ven dan een gebeurtenis B met kans P(B) # 0 is opgetreden, is
P(ANB)

PUAIB) = =5

Merk op dat P(AJA) = 1 en P(A|Q2) = P(A)

Stelling: Zij (92, A, P) een kansruimte en B € A, waarvoor P(B) > 0. Dan
definieert

PB:A%R

— A P(A|B) @)

een kansmaar op A.

Bewijs. We bewijzen dat Pp voldoet aan de drie voorwaarden

L. Pp(Q) = P(QB) = 555 = 1

2. VA€ A: Pg(A) = 2U0B) >

P(B)




3. Zij (A,)2, € A, paarsgewijs disjunct. Dan is

Stelling: Kettingregel
Zij (9, A, P) een kansruimte. Zij (A4,)*_; € Amet2 < k € N dan geldt:

P(A; N AN ... Ay) = P(A) P (Ao Ay P(As| A1 0 Ag)... P(Ag| A NN Ay

Bewijs. We geven een bewijs per inductie. Voor k = 2 volgt uit de defi-
nitie van voorwaardelijke kans dat

P(A1NAy) = P(Ay|A1)P(A)

Stel dat de eigenschap bewezen is voor 1. We moeten dan de eigenschap

aantonen voor 141

P(A N Ay NN Ay = P((A N Ay N NA) N Ary)

=P(A|AiNAn. . NnA)P(AINAyN...NA)
(4)

en gebruikmakend van het resultaat voor 1 kunnen we het bewijs afsluiten.

cA

Stelling: Wet van total kans Zij (2, A, P) een kansruimte en zij {A, }nen
een partitie van Q met alle P(A,,) # 0, dan gelt voor iedere gebeurtenis B

P(B) =) P(A,)P(B|A,)

neN

Bewijs. Aangezien B = BN Q en = |J,, oy An, hebben we dat

B=Bn(JA)=JBnA4)

neN neN




Nu zijn de gebeurtenissen (B N A,),n € N, paarsgewijs disjunct en dus

P(B)=> P(BNA,) =Y P(B|A,)P(A,)

neN neN

Stelling van Bayes
Zij (2, A, P) een kansruimte en zij {A,},en een partitie van Q met alle
P(A,) # 0. Zijn B € A een gebeurtenis met P(B) # 0 dan is voor iedere n

. P(A)P(BIA)
PUAIB) s S P4 P(BIAY)

Bewijs. Het bewijs volgt onmiddelijk uit de definitie van voorwaardelijke
kans en de wet van de totale kans.

Def: Twee gebeurtenissen A, B € A zijn onafhankelijk

& P(ANB)=P(A) P(B)

Def: Een familie van gebeurtenissen Aj, ..., A,(n > 2) heet paarsgewijs
onafhankelijk indien elk tweetal van verschillende gebeurtenissen uit de rij
onafhankelijk is.

Def: Een familie gebeurtenissen Ay, ..., A,(n > 2) heet onderling onafhan-
kelijk indien voor elke m = 2,...,n en voor elke keuze van m verschilende
indices i1, ..., i, uitl; ..., n gelt

2 Stochastische veranderlijken

2.1 Inleiding en definitie

Def: ZIj (2, A, P) een kasnruimte, dan heet een reéle functie X : Q@ — R, die
aan elke uitkomst w € Q een reéel getal X (w) toekent, een stochastische
veranderlijke (s.v) indien

VBeBR): X Y(B)={w|X(w)eB}c A

We zeggen dan dat X en A-meetbare afbeelding is.




Stelling: Zij X = (2, A) — (R, B(R)).

Xiseensv. <= Va € R: X (] —o0,a]) = {w|X(w) <a} € A

- geen bewijs -

Stelling: X induceert een kansmaat op B(R):
Deze kansmaat noeteren we met Px(B) of P(X € B)

Px(B) = P(X™'(B)).

Dus
Px(B) = P({w € Q| X(w) € B})
We schrijven

(Q, A, P) % (R, B(R), Py)

Voor elke stochastische veranderlijke X is R, B(R), Px een kansruimte.

Bewiys.
1. We hebben dat

Px(R)=P(X €R) = P({w € Q[X(w) €R) = P(Q) =1

2. We moeten aantonen dat
VB € B(R) : PX(B) >0
Neem nu B € B(R) willekeurig. Dan is

Px(B) = P({w € QX (w) € B}) 20

3. Voor By, By, ... paarsgewijs disjuncte deelverzamelingen van R geldt
U P({w € QX (w U B;})
= P({U{w € QX (w) € Bj}}) (5)
j=1

:i P({w € QX (w) € B;}) = ZPX

J=1



Def: Zij (2, A, P) een kansruimte. Wanneer X : 0 — R een stochastische
veranderlijke is, dan definieert men de overeenkomstige verdelingsfunctie
Fx (de cumulatieve verdelingsfunctie of cdf) als

Fy(a) = X(] - 00,d]) = P({w|X(w) < a}) = P(X < a),a € R

Stelling: Zij X een s.v. gedefinieerd op (2,4, P) en Fx de bijbehorende
verdelingsfunctie, dan gelt:

1. Fx is monotoon stijgend: Va <b: Fx(a) < Fx(b)
2. limy 400 Fix(a) = len lim,, o Fx(a) =0
3. Fx is rechtscontinu, d.w.z

Va € R: lim Fx(a+ h) = Fx(a)
h=50

Bewijs. Ga zelf na (ugh)

Def: De kwantielfunctie Q) x is de inverse functie van de verdelingsfunctie
Fx. De waarde Q) x(p) is de kleinste waarde a waarvoor Fx(a) > p met 0 <
p < 1. Deze waarde wordt ook het p-kwantiel of 100p-percentiel genoemd.

2.2 Types stochastische veranderlijken

Def: Een rij waarden {z;|j € N} en een rij constanten {p;|j € N} geven een
discrete verdeling als en slechts als

VjeN:p;>0en Y p;=1

jEN

Def: Wanneer Fx continu afleidbaar is, kan men de dichtheidsfunctie (df,
kansdichtheid of densiteit) definiéren als de afgeleide van de verdelingsfunctie:

() = X g




2.3 Momenten van stochastische veranderlijken

Def: Gegeven de kansruimte (2,4, P). Als X : @ — R een s.v. is met
verdelingsfunctie Fly, dan definieert men de verwachtingswaarde van X

als
R e . Zj Tip; (discrete F)
Elx) = /_ wdlx(z) = {f*z zfx(z)dr (continueFy) (6)

indien
Zj}a:j‘pj < 00 (discreteF'y) )
[|z|dFx(x) < 0o (continueFy)
Soms noemen we dit getal ook het populatiegemiddelde of de verwachte
waarde van X (de letter E komt van Expected value)

Eigenschap: met a een constante # 0 en b een constante.

E[aX] = aE[X]
EX+b=FE[X]+0b
Bl = b (®)
|E[X]| < E|X]]

Bewijs zelf na te gaan (ugh)

Def: De variantie van X gegeven door
Var[X] = E[(X — E[X])}] >0

welke bestaat wanneer het rechterlid eindig is. In dit geval definieert men
ook de standaardafwijking van X als \/Var[X]

Eigenschap: met in het eerste geval a constant en # 0, in het tweede geval

a = —1 en in de andere gevallen b gewoon constant.
Var[aX] = a*Var[X]
= Var|—X]| = Var[X] ()
VarX +b] = Var[X]
Var[b) =0

-Ga dit zelf na-



Eigenschap: Als X en Y s.v. zijn op (24, P), dan geldt dat

E[X +Y] = E[X] + E[Y]

(vooropgesteld natuurlijk dat linker- en rechterlid bestaat)

Bewijs. We bewijzen deze eigenschap enkel in het speciale geval waar (2 =
{w1, wa, ...} aftelbaar is. zie p 44 voor verdere uitwerking.. nog geen idee hoe
ik dit in latex zet.

Def: De s.v. X en Y op (2,4, P) heten onafhankelijk als "Voor alle
gebeurtenissen A en B van R zijn {w € Q| X (w) € A} en {w € Q|Y (w) € B}
onafhankelijk"wa equivalent is met

P(Xe AN eB)=PXeAPY € B)
met VA, B € A wat op zijn beurt gelijkwaardig is met
P(X<a)n(Y <b)=P(X <a)P(Y <b)

met Va,b € R. (dit bereikt men door A =] —o00, a] en B =] — 00, b] te nemen).

Eigenschap: Indien X en Y onafhankelijk zijn, dan geldt ook:
1. E[XY] = E[X]E[Y]
2. Var[X + Y] =Var[X]|+ Var[Y]
3.

Var[XY] = Var[X|Var[Y] + E[X]*Var[Y] + Var| X|E[Y)?

> VarX|Var[Y] (10)

Bewnygs.
1. We geven het bewijs voor het discrete geval

EIXY] =) zyP(X =2;NY = y)

=> ) wuP(X = a;)P(Y = y)
I (11)

= (Z 2 P(X = 2;)) > _uP(Y = u))
_ B[X]E[Y]
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2. Voor de variantie van X + Y bekomen we

Var[X +Y] = E[(X +Y — E[X +Y))?]
= E[(X +Y — (E[X] + E[Y]))’]
= E[((X = BE[X]) + (Y — E[Y]))’]
= E[(X - B[X])"] + E[(Y E[Y])*] +2E[(X — E[X])(Y - E[Y])]
=Var[X]+ Var[Y]|+ 2E[X — E[X]|E[Y — E[Y]]
=Var[X]+ Var[Y] + 2(E[X]| — E[X])(E]Y] — E[Y])
= Var[X]+ Var[Y]

(12)

3. Linker- en rechterlid uitwerken en termen vergelijken.

Stelling: Zij (2, A, P) een kansruimte en X een willekeurige s.v. gedefinieerd
op €). Dan geldt

S PIX| =) < EIX] < 143 POX| > n)

n=1 n=1

We kunnen dus besluiten dat F]X|] < oo enkel en alleen indien de reeks
Y2 P(X| > n) convergeert.

Bewijs. We bewijzen deze stelling voor een continue s.v. (geef zelf het bewijs
voor het geval van een discrete s.v.).
Beschouw de volgende partitie van R:

R =] — 00, +o0[= UA

Waarbij A,, = {z|z € R,|z| € [n,n+ [} voorn = 0, 1, 2, ...
We zien dus dat

Ao ]—1 0]uU0,1[=] - 1,1]

A =] -2 -1U L2 (13)
As ]—3 —2]U[2,3]
Of kortweg:
Ay =)= (n+1),=n] Uln,n +1]
We bekomen

PIXI) = [ Jol fs(a d"”‘z/x e

11



Indien nu x € A,,, dan geldt:

n<lzl<n+1=nly (z) <|z|la,(x) < (n+1)14,(2)

We vinden dus

3 / nla, (@) fr(@)dz < 3 / FINOEDS / (n+ 1)1a, (2) fx (2 — d)

n=0

Aangezien
> / La, (z)fx(z)de =Y P(X € A,) = P(X €R) = 1,
n=0 n=0

bekomen we

inP(X € A,) < E|X|| < inP(X € A,)+1

Ten slotte tonen we aan dat >~ nP(W € A,) =, P(X| > n):

Y P(X|=n) =) P{UNX|€mm+1[]})

> PUX| € [mym+1[})

n

[
WK

1

3
[
3
[

I
NE
NE

P(X € Ay) (14)

3
Il
3
I

n

[
WE
[M]8

P(X € A,)

1

= imP(X € An)

m=1

1

3
[
3
[

Stelling: Zij X een s.v., indien E|X["] bestaat (i.e. E[X|"] < oo) dan
bestaat E]X|"voor0 < k < n.

Bewijs. Vermits E[X|*] < oo geldt bijgevolg ook dat E[X"] < co. We leve-
ren het bewijs in het geval van een continue s.v. met dichtheidsfunctie f. We
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hebben

E|X|"] = / Jol* f(o)de + / el s

< /_1f(:c)d:c+ /|>1mn fz)dz (15)

<1+ E]X|"]

met (0 < k < n), wat dus eindig is wegens de veronderstelling.

Gevolg: Zij X een positieve s.v. die alleen gehele waarden kan aannemen.
Dan

E[X] = i P(X >n)

Stelling Ongelijkheid van Chebyshev
Zij X een s.v. en ¢ : R — R een functie zodanig dat ¢(X) is een s.v. is en

E[p(X)]-

1. Indien ¢ > 0, even (d.w.z. Vz : ¢(—z) = ¢(x)) en niet-dalend voor
x > 0, dan geldt:

Ya>0: P(X|>a) < @EW»

2. Indien ¢ > 0 en niet dalend voor —oo < x < +o00, dan geldt

VaeR: P(X >a) <

Bewijs. We leveren het bewijs voor een continue s.v. met dichtheidsfunctie

fx.
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1. Bereken die verwachtingswaarde

~ | daixla)da
— [ o+ [ owistadnr [
) [ pxtwe s ota) [ et (16)
/ Fx(z dx+/ Fx(x)da]

(a)P(X]| > a).

2. We vinden

)= [ OO o) fx(w)ds + [ o) xla)do + | " (@) fx ()
> /OO¢ () fx(z)dx
>¢ a / fX

¢(a)P(X > a).

Gevolg: Indien X een s.v. is met E|X|"] < oo,n > 0 dan geldt
Va>0:P(X|>a)<a "E[|X]|"].

Indien X een s.v. is met E[X] = p en Var[X] = 02 < oo dan geldt

2

‘v’a>O:P(|X—u|2a)§%

Def: Voor elk natuurlijk getal £ > 1 definieert men het ruwe moment van k

als
ar(X) = B[X¥]

en het centrale moment van orde k als

pi(X) = E[(X — E[X])"]
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Def: De momentgegenereerde functie (MGF) van X is bepaald als

Carixy ) 2o €D (discreet)
Mx(t) = Ele ]{ [ e (@) (continu) (18)

(als die bestaat) voor elke t € R
Eigenschap: Als X en Y onafhankelijk zijn, dan geldt

Mx v (t) = Mx(t) My (t)

Vi,
Bewnygs.
M1y (t) = B[]
. ) tX tY
e e ] (19)
= Bl Ee™]
= Mx (t)My (1)
]
2.4 Kentallen
Gemiddelde.
> TP indien F discreet is (20)

=FX
" o {fj;o zf(x)dr indien F continu is.

Mediaan. Med(X) =
1. F~1(3) als er juist één x bestaat zodat F(z) = 1,

2. het punt waar F een discontinue sprong maakt van < %naar > % als er

géén bestaat zodat F(x) = %

3. het middelpunt van het interval waarop F(x) = % als er meerdere x

bestaan zodat F(x) = %

15



Variantie

2 . . . .
o2 = Var[X] {Zj(:cj — 11)°p; indien P discreet is (21)

fj;o(x — w)?f(x)dr indien P continu is.

Standaardafwijking: sigma = Vo?
Interkwartiel: IQR = F~'(3) — F~1(1)
Median absolute deviation: MAD = Med|X = Med(X)|

2.5 Belangrijke verdelingen

Def: De discrete uniforme verdeling is steeds gedefinieerd op een eindig
universum 2 = {zy,...,x,}. Dan is

pi =Pz} =~

7=1,....n.

Def: Voor X een Bernoulli verdeelde s.v. is © = {0,1} en zijn de kansen
gedefinieerd als

{P(X =1)=p kansopsucces (22)
q

=1—p kansopmislukking
met 0 < p < 1. We noteren dit als

X ~ B(1,p).

Def: Voor onderling onafhankelijke s.v. X; ~ B(1,p),i = 1,...,n is de s.v.
Y = X; + ...+ X,, binomiaal verdeeld met parameters n en p. We noteren
dan

Y ~ B(n,p).
Bijgevolg is 2 ={0,1,....,n} en
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Def: De s.v. zoals hierboven beschreven is geometrisch verdeeld met
parameter p. Voor deze verdeling is het universum 2 = {0,1,2,...} en zijn
de kansen gelijk aan

V7 € 2. We noteren
X ~ Geom(p).

Def: De negatief binomiaalverdeling met parameters » > 1 en 0 < 6 <
1 heeft als universum Q = {0,1,2,...} en wordt gekarakteriseerd door de
kansen:

. 1 ‘
P(X =j) = (J tr )(1 —0)"¢.
J
We noteren deze verdeling als
X ~ NB(r,0).

Def: De s.v. zoals hierboven geconstrueerd is hypergeometrisch ver-
deeld, heeft als universum Q = {,1,2,...,n} en de bijhorende kansen zijn,
voor jJeéN met maz(0,n — (N — s)) < j < min(s,n) :

(G
(W)

(#man.omjwittetetrekken)(#man.om(n — j)zwartetetrekken)

P(Y = j) =

(#manierenomnknikkerstetrekken)

(23)

We noteren dit als
Y ~H(N,s,n).

Def: De Poissonverdeling P(a) met parameter 0 < o < oo is gedefinieerd
op 2=1{0,1,2,...} door

Def: De s.v. X volgt een continue uniforme verdeling op [a,b] met
—00 < a < b < 400, genoteerd als X ~ Ua, b], als X de volgende dichtheid

heeft:
1

b—a

fap(T) : Ljo,)(2)

17




Def: De exponentiéle verdeling met parameter a(0 < o < oo) wordt
gedefinieerd door haar dichtheidsfunctie

ae” >0
o(t) = - 24
fa(®) {0 t<O0. (24)
We schrijven
X ~E(a)

Def: De standaard normale verdeling A (0, 1) is gedefinieerd door de

dichtheidsfunctie
o) = et
\ 2T

Vo € R. Een s.v. die standaard normaalverdeeld is, wordt genoteerd met de
letter Z.

De wverdelingsfunctie van N(0, 1) wordt genoteerd als

O(x) = / " ot

Def: De algemene normale verdeling met ;1 € R en ¢ > 0 is de verdeling
van X = 0Z + pwaarbijZ ~ N(0,1). We noteren dit als

X ~ N(p,0%).

De dichtheidsfunctie is dan:

1 T — U 1 _@w?
fuol@) = = fa(TH) = e
o o

oV 2T

18




Def: Laat Zy, Zs, ..., Z,(n > 1) i.i.d. N(0,1)-verdeeld zijn, dan noemt men
de verdeling van
X=Zi+..+27;

een chi-kwadraat verdeling met n vrijheidsgraden en schrijft men
X ~ X2,

De dichtheidsfunctie is gegeven door

frz(z) = { 227G) (25)

Def: De gammaverdeling met parameters v > 0 en 8 > 0 is gedefinieerd
door de dichtheidsfunctie

-z

2 e 5
frs(@) = ﬁVT(_’y) T.>0

Hierin bepaalt 7 de vorm (shape) en § de spreiding (scale) van de verdeling.
We noteren
X ~T, 3.

Def: Laat Z ~ N(0,1) en X ~ X? onafhankelijk zijn (n > 1), dan heet de

verdeling van

Z

VX/n

een Student verdeling met n vrijheidsgraden, genoteerd als

T —

T ~t,.

Def: De Cauchy verdeling is de t,, verdeling voor n = 1.

Eigenschap. Als X ~ N(0,1) en Y ~ N(0, 1) onafhankelijk zijn, dan is &
Cauchy verdeeld.

Beungs. % is verdeeld als \/)}(,—2 ~ 1
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Def: Als W ~ X% en V ~ X? onafhankelijk zijn, dan noemt men de verde-
ling van

~W/m

~ V/n
de F-verdeling met m vrijheidsgraden in de teller en n vrijdheidsgraden in
de noemer. Notatie:

X ~ Fpo.

Def: Men zegt dat de s.v. Y > Olognormaal verdeeld is (met parameters
€ Ren o > 0) indien

X =) ~N(u,o?).

2.6 Transformatie van stochastische veranderlijken.

Stelling: Zij X een continue s.v. met dichtheidsfunctie fx(x), zodanig dat
fx(z) = Ovoorz ¢ S. Zij h : R — R een functie zodat U = h(X) opnieuw
een s.v. is. Indien h een differentieerbare, strikt stijgende of strikt dalende
functie op S is, dan is de dichtheidsfunctie van U

Fx (B @)| 25| e n(s)
0 u ¢ h(S)

fu(u) = (26)

Bewijs. Veronderstel eerst dat h een strikt stijgende functie is. Bijgevolg
geldt dat de gebeurtenis {h(X) < u} gelijk is aan {X < h~'(u). Hierdoor
krijgen we voor u € h(S):

Fy(u) = P(Y <u) = P(h(X) < u) = P(X < h~(u)) = Fx(h'(u))
Na differentiatie geeft dit
dh=(u)

) = fx(h'= () =

Voor h een strikt dalende functie is de gebeurtenis {h(X) < u} gelijk aan {X >
h=Y(u)} en dus

Fy(u) = P(U <u) = P(h(X) <u)=P(X >h " u)) =1— Fx(h™(u)).

Defferentiatie lever dan

dh™(u)

o) = = flh™ @) Z = flh ! (w)
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aangezien h, en dus ook h~!, strikdt dalend is op S en h~! dus een negatieve
afgeleide heeft.

Eigenschap: (integraaltransformatie) Zij X een continue s.v. met een ver-
delingsfunctie F strikt stijgend op Fix'(]0, 1[) en beschouw de transformatie

Dan geldt altijd dat U = [0, 1].

Bewijs. Dit resultaat is eenvoudig na te gaan. Voor u €]0, 1] is
Fy(u) = P(Fx(X) < u) = P(X < Fy'(u)) = Fx(Fy'(u)) = u,

wat precies de verdelingsfunctie van een uniforme verdeling is.

Eigenschap: Zij U ~ U[0, 1] en beschouw de transformatie

X = FY(U).

Dan is F de verdelingsfunctie van X.

Bewigs. De verdelingsfunctie van X is

P(X <z)=P(FYU)<z)=PU < F(z)) = F(z)

omdat U uniform verdeeld is.

3 Bivariate verdelingen

3.1 Inleiding

3.2 Verdeling van een stochastisch koppel

Zij X1, X5 een koppel stochastische veranderlijken met gezamenlijke verde-
lingsfunctie Fx, x,(x1,%2). De verdelingsfunctie van X; met ¢ € {1, 2}, noe-
men we een marginale verdelingsfunctie van Fx, x,. Deze wordt bekomen
door in FYx, x,(x1,xs)z; te behouden en de andere waarde gelijk aan +oo te
stellen.
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Def: De stochastische verandelijken X; en X5 gedefinieerd op de kansruimte
(Q, A, P) heten onafhankelijk als voor alle By, By € B(R) (dus voor alle
Borelverzamelingen in R de gebeurtenissen

{Xl € BQ} en {X2 S Bg}

(onderling) onafhankelijk zijn.

Def:

Zij (X, Y) een discrete stochastische vector op (2,4, P) met gezamenlijke
kansverdeling P(X = z,Y = y). De voorwaardelijke verdeling van X
gegeven Y = y wordt genoteerd als en gedefinieerd door

P(X =zY =vy)
P(Y =y)

PX =z]Y =y)=

als P(Y =y) > 0.

Indien (X, Y) een continue stochastische vector op 2, A, P is met gezamen-
lijke dichtheidsfunctie fxy, dan wordt de voorwaardelijke dichtheids-
functie van X gegeven Y = y genoteerd als en gedefinieerd door

_ Jxy(wy)
fX\Y(x‘y) - fY<y)

als fy(y) >0

3.3 Karakteristieken van een stochastisch koppel

Def: Zij ()X, X5) een stochastisch koppel en g = R? — R een Borelmeetbare
functie. De verwachtinswaarde van de s.v. g(Xj, X5) is dan gedefinieerd
als

P(X, = Xy = di t
Bly(1. X)) = § pn S 0000 PP =, Yo = ) (discreel) o
S22 7 gy, 2) fxy xo (w1, w2)dayday (continu)
indien
> e ZIQ‘Q(:I:1,$2)| P(X; =21,Xs =15) <00 (discreet) (25)
fj;o fjoc;o|g(x1,x2)‘ fxy.x, (21, 22)dr1drs < 00 (continu)
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Def: De covariantie van X; en X, wordt gedefinieerd als
Cov(X1, Xz) = B[(X1 — E[X\)) (X, — E[X,))]

De covariantie si alleen gedefinieerd als de betrokken verwachtingswaarden
bestaan.

Def: De correlatiecoéfficiént van X; en X, wordt gedefinieerd als

Corr(Xy, Xs) = Cov(Xi, Xs)
b VVar[ X |Var[Xs)]

als deze bestaat.

Stelling: Neem X; en X, onafhankelijke s.v. en stel dat ¢ : R?> — R een
Borelmeetbare functie si zodat voor alle 21,25 € R geldt dat g(z1,x9) =
g(x1)g(z2) en dat E[g;(X;)] < oo voor i € {1,2}. Dan geldt

Elg(x1,72)] = Elgi(21)] E[g2(2)]

Bewijs. We geven hier enkel het bewijs voor continue s.v. Het bewijs in
het discrete geval verloopt analoog (oefening).

400 +oo
Elg(zy,29)] = / / g(x1, 22) Fx, x, (21, x2)dx1dy

:/OO /OO g1(21)g2(22) fx, (1) fx, (22)dr1dy )

~(f " () o () ) / " o) s () ds)

—00 —00

= E[gl(xl)}E[g2 (x2)]

Stelling: Voor X7, X5 s.v. geldt

1. |Cov(Xy, X5)| < /Var[Xi]Var[X,]

2. Als X; en X, onafhankelijk zijn, dan is FE[X;X5] =
E[X1]E[X3] en Cov(X1,X2) = 0. Het omgekeerde is niet nood-
zakelijk waar.

Bewiys.
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1. Dit volgt uit toepassing van de Cauchy-Schwarz ongelijkheid
|Cov(X1, Xo)| =|E[(X1 — E[X1])(X> — E[X,))]]
< VE[X: - EXIEG - EG)7] (30)
= /Var[X,|Var[X)].

2. Gebruikmakend van de eerste stelling in deze sectie bekomen we
OOU(Xl,XQ) = E[XlXQ] - E[Xl]E[XQ]
= E[X1]E[X5] — E[X4]E[X,)] (31)
=0.

Gevolg: Voor X;, X, s.v. geldt
1. =1 < Corr(Xy,X5) <1
2. Als Xy =aX;+b,a,b € R, dan is

a
Corr(Xy, Xs) = m = sgn(a)

Bewnygs.
1. Dit is een direct gevolg van de vorige stelling.
2. Xy = aX;+b impliceert dat E[X,] = aE[X;|+b en Var[X,] = a*Var[X,].
We vinden dat
CO’U(Xl,X2> = E[(Xl — E[Xl])(XQ — E[XQ])]

= E[(Xy — E[Xi])(a(X1 — E[X4]))]
= aCov(X1, X1)
= aVar[X,].

(32)

Bijgevolg

X1, X X
Corr(Xy, Xo) = Cov(X1, X5) = aVar[Xy] _a

VVarlXVar[Xs] a2 (Var[X;])2

Stelling: Zij X; en X5 s.v. en ai,as € R. Dan is
1. E[(Lle + QQXQ] = CLlE[Xl] + G/QE[XQ]

2. Var[a1 Xy + aaXo] = a?Var[Xy] + a2Var[Xs] + 2a1a:Cov( X7, Xz).

Bewnygs.
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1. Dit volgt direct uit de lineariteit van de verwachtingswaarde.

2. Gebruikmakend van 1. vinden we:

Elai(X1 — E[X1]) + a2(X, — E[X5]))?]
[0 (X1 — E[X1])? + a3(Xa — E[X2])” + 2a1a9(X1 — B[X1])(X2 — E[.
[0} (X1 — E[X1])?] + Ela3(X2 — E[X3])?] + E2a1a2(X1 — E[X1])(X:
aiVar[Xi]) + a3Var[Xs] + 2a1a,Cov( X1, Xs).

(33)

Var[a; Xy + as Xs]

E
E

3.4 Bivariate normale verdeling

Def: Een stochastisch koppel (X, Y) heeft een bivariate normale verde-
ling als de gezamenlijke verdelingsfunctie van X en Y gegeven wordt door

fX,y(l’, y) = 5 1 - - 6(_% 1_1p2 X[(m;;ﬂ )2_2,)(“:51 )(y;52 )+(y;;2 )2])
o102 —p

voor alle (z,y) € R?, waarbij py, s € R, 01,09 € RS en p €] — 1,1] de vijg
parameters van de verdeling zijn.

4 Benaderingen van verdelingen

4.1 Limietstellingen

De centrale limietstelling: (of CLS) een rij i.i.d. s.v., met E[X;] =
wen Var[X,] = 0? < c0. Zij S,, = X1 + Xy + ... + X,, dan geldt

Sp— Nl p
— 4
Vno

met Z ~ N(0,1).
Men zegt dat de gestandaardiseerde som, , in verdeling convergeert
naar een standaard normaal verdeelde s.v. Z. Dit betekent dat

Sn—ni
o

1,2
e 2" du

— 1 T
VmGR:T}L%P(S%:M < 1) = ¢(x) :E/
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Stelling van Moivre-Laplace: Zij (X,,) een rij onafhankelijke s.v. die allen
Bernoulli verdeeld zijn met parameter p €]0,1[, en zij S, = X7 + ... + X,,,

dan
S, —np p

— 7
\/pq

met Z ~ N(0,1).

Bewigs. Als X; ~ B(1,p), voor alle i, dan weten we dat E[X;] = p en Var[X;] =
pq, dus het resultaat volgt onmiddelijk uit de CLS.

Stelling van Poisson: Zij (X,,) een rij s.v. met X,, ~ B(n,p,). Alsn — oo
en p, — 0, zodanig dat np, — amet0 < a < oo, dan geldt:

X, % x

met X ~ P(a)

Bewijs. Het volstaat te bewijzen dat

Mg, | (t) 2 Mooy (t)

met (V¢ € R). Berekening:

Mp(npn) (t) = (gn + pne’)"

t
(6 —)npn)n npn—a ea(

n n—00

(34)

= (+ “ = Mpo)(t)

gebruikmakend van (1 + %2)" — e indien a,, — a.

4.2 Praktische benaderingen

5 Combinatieleer

5.1 Variaties

Def: Een variatie van p € N elementen uit n € N elementen p < n is
een geordend p-tal van p wverschillende elementen gekozen uit een gegeven
verzameling van n elementen.

Stelling: Voor 1 < p < n is het aantal variaties van p elementen uit n gelijk
aan
VPi=nn—-1)(n—2)..(n—p+1)

n
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Bewijs. We nemen een rij van lengte p met de elementen {1,2,...,n}. Voor
de eerste plaats is er de vrije keuze, er zijn dus n mogelijkheden. Eens de
eerste plaats is ingevuld kan de tweede plaats ingevuld worden met een ele-
ment uit de overgebleven n-1 elementen. Er zijn dus reeds n(n—1) geordende
tweetallen. Voor de derde plaats is er de keuze uit de overgebleven (n — 2)
elemnten, enz. Als de eerste p-1 plaatsen van de rij zijn ingevuld, kan op
de p-de plaats in de rij nog gekozen worden uit n-p+1 elementen. Er zijn
dusn(n — 1)(n — 2)...(n — p+ 1) mogelijke geordende p-tallen.

Eigenschappen:
Vi=1

n __
Vi =nl

Def: Een herhalingsvariatie van p € N elementen uit n € N elementenn
is een geordend p-tal van p elemnten gekozen uit een gegeven verzameling n
elementen.

Stelling: Het aantal herhalingsvariaties van p elementen uit n is gelijk aan

v,

=n-n-..-n=n?

5.2 Permutaties

Def: Een permutatie van n € N elementen is een variatie van n uit n
elementen.

Def: Zijn,p,q,r € Nmet p4+q+....+r = n dan is een herhalingspermutatie
van n elementen waarvan p elementen van een eerste soort, ¢ elementen van
een tweede soort, ..., r elementen van een laatste soort, een geordend n-tel
gevormd met deze p elementen van een eerst soort, deze ¢ elementen van een
tweede soort, ... en deze r elementen van een laatste soort.

Stelling: Het aantal herhalingspermutaties van n elementen van p elementen
van een eerste soort, q elementen van een tweede soort, ..., r elementen van

een laatst soort, is
n! n
ﬁ/)’;7q7 7T — ::
plg!...r! pq...r
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5.3 Combinaties

Def: Een combinatie van p elementen uit n elementen (p < n) is een
deelverzameling van p verschillende elementne gekozen uit een gegeven ver-
zameling van n elementen. De volgorde heeft geen belang.

Stelling: Het aantal combinaties van p elementen uit n is

n! n
= =
" pl(n—p)! (p)

Bewrjs. We hebben reeds het aantal variaties van p ui n elementen VP waar-
bij p-tallen geordend zijn. Bij een combinatie speelt de volgorde geen rol dus
zijn er teveel combinaties. Indien de opgenomen elementen dezelfde zijn, zijn
er B, = p! p-tallen die dezelfde combinatie geven. Dus, VP = C? - P, of nog

p_ Vad _ _nl
Cn Pp p!(n—p)!

Eigenschappen:
.Cr=C%=1
2.Ccr=Cpr

3. De formule van Pascal C? + C?*+! = CP1]

Bewigs. zelf na te gaan.

Stelling: C), = C%,, = (""*"7")

Bewigs. zelf na te gaan.

Binomium van Newton: Vn € Nj :

(a+b)" = (g) a™b’ + (T) a” o4+ <n ﬁ 1> ab™ ! + (Z) a’b"
_ (”) oy
- 7
0

1=

(35)

Bewijs. Door volledige inductie
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Multinomiale ontwikkeling ¥n € Nj
n n ni ,.n2 Nk
(x1+ 22+ ... + ) :Z ( )xl ry?...x),

waar de som loopt over alle (nq,ng, ...,ny) € NF waarvoor ny+ns+...4+n, = n

Eigenschap: Het aantal deelverzamelingen van een verzameling A (#D(A))
met n € Ny elementen is 2.

Bewigs. Er geldt voor #A = n dat #D(A) = de som van de aantallen deel-
verzamelingen met 0, 1,2, ..., n elementen. Dus #C(A) = (7) + (1) +...+ (7).
Dit is vanwege de binomiumformule met a = b = 1 gelijk aan (1 +1)" = 2"
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