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Oefenzitting 1

1. Voor een string w = wiws ... w, duiden we de omgekeerde string wy, ... wyw; aan met @ en voor
een taal L schrijven we L = {@ | w € L}. Als L regulier is, is I dan ook regulier?

2. Geef voor elk van de volgende talen over het alfabet {0,1} een reguliere expressie die die taal
bepaalt. Geef ook een NFA die die taal aanvaardt.

(a) {w | op elke oneven positie van w staat een 1}
(b) {w | w bevat minstens twee 0’en en hoogstens één 1}
¢

(c) Het complement van {11,111}

(d) {w | w bevat evenveel maal de substring 01 als de substring 10}
3. Toon aan dat er voor elke n > 1 NFA’s bestaan die de volgende talen aanvaarden.

(a) {a* | k is een veelvoud van n} over het alfabet {a}.

(b) {z | = is de binaire voorstelling van een natuurlijk getal dat een veelvoud is van n}
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Oplossingen voor oefenzitting 1

1. Ja. Als een regulier expressie die L bepaalt van achter naar voren wordt gelezen bekom je een
reguliere expressie die L bepaalt. De correctheid van dit argument kan eenvoudig door inductie
bewezen worden.

2. (Allcen de regulicre cxpressics. De cursus geeft cen algoritme om dic om te zetten naar NFA's.)
(a) (1(0]1))*(el1)
(b) (1000* | 0100* | 0*0010* | 000*)
(6) ((OIL)*0(OJ)* | 1| 11111* | )
(d) (0(0[1)*0 | 1(0]1)*1 {1 [0 |e¢)
3. (a) Voor elke n > 1 is (a™)* een reguliere expressie die deze taal bepaalt.

(b) Voor clke n > 1 aanvaardt dc NFA (Q, {0,1},4, o, {go}) deze taal, met Q = {go,...,gn—1} cn
5{(g;, @) = {g;} waarbij j = 2i + a mod n. (Bewijs door middel van inductie dat deze oplossing
correct is!)



Oefenzitting 2

1. Zet om naar een DFA.

2. Ben all-paths-NFA (Q, T, 6, go, F) verschilt van een NFA doordat een string w enkel aanvaard wordt
als elk pad dat je met die string kan volgen in de grafe-voorstelling van (@, Z, J, go, F) eindigt in
een eindtoestand, en er minstens één pad is dat je kan volgen. Formeel zeggen we dat w aanvaard
wordt als

e voor elke mogelijke schrijfwijze w = y1y2 ... Ym, ¥ € Ze en elke sequentie ro,71,...,™m van
toestanden zodanig dat 7o = go en i1 € 6(ri, Yst+1), geldt dat rp, € F

e er minstens één schrijfwijze w = y1¥2...Um, ¥; € L bestaat zodanig dat er een sequentie
79, -.,Tm van toestanden bestaat met rg = go en i1 € (1, Yir1)-

Toon aan dat een taal L regulier is als en slechts als ze herkend wordt door een all-paths-NFA.

3. Neem 2 strings s (s12...5,) en t (t1ta...ty,) over hetzelfde alfabet (met minstens 2 tekens). Met die
2 strings kan je een verzameling s || ¢ van nieuwe strings maken door s en ¢ te mengen, zoals je met
2 pakken speelkaarten zou doen: in een string uit s||¢ zitten de s; in de juiste volgorde en de t;
ook, maar niet noodzakelijk bij elkaar. Bijvoorbeeld:

ab || ¢ = {abe, acbh, cab}
We kunnen ook twee talen Ly en Ly mengen als volgt:
Ly || Ly = {w ] er bestaat een s € Ly en een t € Ly zodanig dat w € ||t}

Gegeven twee reguliere talen Ly en Lo, bewijs dat Lq || Ly ook regulier is.

4. Noem een string = een prefiz van een string y als er een string z bestaat zodanig dat y = zz. Als
bovendien z # y, dan noemen we z een echte prefiz van y. Toon aan dat de klasse van reguliere
talen gesloten is onder de volgende operaties.

(a) NOPREFIX(L) = {w € L | geen enkele echte prefix van w zit in L}
(b) NOEXTEND(L) = {w € L | w is geen echte prefix van een string in L}

5. Zij L een reguliere taal over een alfabet ¥. Bewijs dat
Ly = {z € I" | er bestaat een y € £* zodanig dat |z| = [y| en zy € L}

ook regulier is.
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Oplossingen voor oefenzitting 2

1. Door het algoritme op blz. 27 uit de cursus te volgen krijg je {na het verwijderen van onbereikbare

toestanden) de volgende DFA.
D)

2. Merk op dat cen DFA cen all-paths-NFA is. Dus bestaat cr voor clke reguliere taal cen all-paths-
NFA dic dic taal herkent. De omgckeerde inclusic kan je bewijzen door de constructic op blz. 27
uit de cursus een klein beetje te wijzigen en zo een all-paths-NFA om te zetten naar een DFA die
dezelfde taal herkent. Het enige wat moet veranderen is de defintie van F;. Een toestand van
de DFA die geconstrueerd wordt is nu een eindtoestand als en slechts als hij niet leeg is en enkel
eindtoestanden van de NFA bevat. Formeel: Fy = {S |0 # S C F,.}.

3. Zij (Q1,%, 01,81, F1) en (Q2,%, 8o, 89, Fo) DFA’s dic respecticvelijk Ly en Ly herkennen. Dan her-
kent de NFA (@1 x Q2,%,9)), (81, 82). Fi x Fy) de taal Ly || Lo. Hicrbij is 4 gedefinicerd door

5”(((]1, (]2), a) - {(qlls (]2), (QI) qa)}

met q; = 61(q1,a) en g4 = d2(g2, a).

Noem de automaat die we geconstrueerd hebben M en noem de oorspronkelijke automaten M; en
M,. Om te bewijzen dat onze oplossing correct is moet we aantonen dat w € Ly; = w € L || Ly
en dat w € Ly <= w € Ly || Lo. We tonen richting = aan en laten richting <= als oefening. Merk
cerst op dat het voldoende is om de volgende cigenschap aan te tonen:

Als we in M met een string w vanuit de starttoestand in toestand (g1, g2) kunnen geraken,
dan is w een mengeling van strings w; en ws zodanig dat we in M), met w, vanuit de start-
toestand s; in toestant q; geraken en in A, met ws vanuit starttoestand s, in go geraken.

Inderdaad, als deze eigenschap geldt. dan leiden we af dat voor elke w € Ljps dat w een mengeling
is van twee strings wq en wy, die aanvaard worden door respectievelijk M; en M,. We tonen de
eigenschap aan door inductie.

basis: Als w = ¢, dan geraken we met w in tocstand (s, $2). We nemen wq = € cn we = €. Dan
geldt w € €| € en met wy geraken we in s cn met wy 1n Sy.

inductie Stcl dat w — w’'a cn dat we met w in (g1, g2) geraken. Dat wil zeggen dat we met w’
in cen tocstand (qf, ¢3) geraken zodanig dat (g1,¢2) € 8)((q}, ¢2),@). Uit de definitic van §)
volgt dat ofwel ¢} = qi ofwel g5 = go. We veronderstellen dat ¢n = ¢f (het andere geval is
analoog). Uit de definitie van 4| halen we dan dat g = d2(45, @). Door de inductiehypothese
weten we dat w’ € w} || wh met w) zodanig dat we in Ay vanuit de starttoestand naar ¢, = q
geraken en met wh in My vanuit de starttoestand naar gj. Er volgt dat w € wf || wya en met
w} geraken we in ¢ en met wha geraken we in ga.

4. 7ij M = (Q. 2. 6. gn, F') cen DFA dic L herkent.
(a) Zij M' = (Q,%,8,qo, F) de DFA waarbij

)(q. s F
. {;om. @)} ZJJZiF

Merk op dat L(A") C L. We toncn nu aan dat M’ dc taal NOPREFIX(L) herkent. Eerst
tonen we aan dat L(M') € NOPREFTX(L). Als L(M’) lecg is, is dit voldaan. Als L{M’) nict
leeg is. ncem dan cen string w = 27 ... z, dic door M’ herkend wordt. Stel dat we w kunncn
schrijven als zy, met z € L. Omdat w door M’ aanvaard wordt, bestaat er een sequentie van
toestanden rg, ..., r, zodanig dat ro = g, r, € F en r;yq = 8 (74, z:41). Door de constructie



von M’ volgt nu dat r; ¢ F voor 0 < j < n. Stel = z1...2m. Omdat = € L, moet r,, € F.
Bijgevolg zal m = n, y = € en dus w € NOPREFIX(L).

Nu moeten we nog aantonen dat L(M’) 2 NOPREFIX(L). Neem w = z; ... z, € NOPREFIX(L).
Dan geldt w € L en dus bestaat er een sequentie 71, . .., 7, van toestanden zodanig dat r9 = qo,

rn € Fen ripy = 6(ry. ziv1). Voor een r; met ¢ # n geldt dat r; ¢ F. Als dat zo was. zou
immers zg . . . z; een echte prefix van w zijn. Hieruit volgt dat w € L(M").

(b) Zij M" = (Q,%,4,q0. F") de DFA waarbij
F"” = {q € F | Er bestaat geen pad van lengte > 0 van g naar een ¢’ € F}

We tonen aan dat M” de taal NOEXTEND(L) herkent. Eerst tonen we aan dat L(M") C
NOEXTEND(L). Als L(M") leeg is, is dit voldaan. Als L(M") niet leeg is, neem dan een
string w die door M’ herkend wordt. Veronderstel dat voor een string y geldt dat wy € L.
Schrijf w = 21 ...z, €0 Y = zy41 ... 2. Dan bestaat er een sequentie rg,....7y,...,7y Van
toestanden. zodanig dat ro = go, 6(ri, zi41) = Tit1, Tm € F” enrp, € F. Als m # n, dan
bestaat er een pad met lengte > 0 van r,, naar r,, wat vanwege de constructie van F” niet
mogelijk is. Bijgevolg moet y = €.

Nu moet je nog aantonen dat L(M") D NOEXTEND(L).

5. Zij (Q; %, 8, go, F) ccn DFA dic L herkent. Dan wordt Ly herkend door de NFA (Q3U{s}, %, &, s, F),
waarbij s een nicuwe toestand is, F’ = {{m,m,q) | m € Q,q € F'}, en & gegeven wordt door

5(s,a) = {{(qo,m,m) |meQ} alsa=¢

] in alle andere gevallen

en
61((Q1)m3 0'2): a) = {(6((11 a)amaa(QZ; b) | b S 2}-

Intuitief herkent deze NFA een string x door eerst te gokken waar je met z zou geraken in de
oorspronkelijke DFA. Die gok, zeg m, wordt opgeslaan in de tweede toestand van elk tripel van
toestanden in de NFA. Vervolgens wordt de oorspronkelijke DFA op x uitgevoerd (wat wordt bij-
gehouden in de eerste toestand), en wordt de oorspronkelijke DFA op een willekeurige string y
uitgevoerd vanuit toestand m. Als de NFA uiteindelijk in een toestand (m,m, q) uitkomt, was de
gok in het begin juist:  eindigt inderdaad in toestand m op de corspronkelijke DFA. Met de string
y, dic cven lang is als 2, kom je vanuit m in g terecht. Als bovendien g € F, dan volgt dat zy € L,
endusz €L 1



Oefenzitting 3

1. Minimaliseer de volgende DFA

2. Zij £ = {0,1}, 52 = {a} en T3 = {a,b,c}. Toon aan dat de volgende talen niet regulier zijn.
(a) {w € =% | |w| is even en de 1'en in w komen enkel voor in de laatste helft van w}
(b) {a®) €35 |n >0}
(c) {a™ € % | n is een priemgetal}
(d) {o™1" € B} | m # n}
(e) {w € =% | w is geen palindroom}
(f) {a'bick € =% | 4,5,k > 0en als i =1, dan moet j = k}
3. Definieer de operatie verwijder middelste op talen door

verwijder.middelste(L) = {zz | 3y : zyz € L and |z| = |y| = |#|}.

Toon aan dat als L regulier is, verwijder middelste(L) niet noodzakelijk regulier is.
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Oplossingen voor oefenzitting 3

1. De toestanden 3 en 6 kunnen weggelaten worden. Verder kunnen 2 en 8 samengevoegd worden,
evenals 5 en 9 en ook de twee toestanden 4 en 7. De toestand 1 blijft apart.

2. (De taal waarvoor aangetoond moet worden dat ze niet regulier is telkens aangeduid met L)

(a) Veronderstel L regulier is met pomplengte d. Elke indeling xyz van de string 0914 die aan de
drie voorwaarden van het pompend lemma voldoet is zodanig dat y enkel nullen bevat en niet
leeg is. Het is duidelijk dat 2z dan niet meer in de taal zit.

(b) Veronderstel dat L vegulier is met pomplengte d. Verdeel de string ™) in ryz zodanig dag
[zy|] < d en |y] > 0. Hieruit volgt daf |zz[ < 27! en |y| < d. We gaan nu aantonen dat ook
|xz| > 22 Dat laat zien dat |2y| niet, tot L kan behoven, aangezien het ‘tussen twee strings van
L ligt’. En dus hebben we een contradictie via het pompend lemma. Het bewijs dat |zz| > 21
volgt cenvoudig uit de obscrvatic dat 24 > d. |zz| > 24! — d > 2441 — 24 = 24,

'eronderstel dat L regulier is met pomplengte d en zij p het eerste priemgetal groter dan d.
"'v)Verdeel a™ in zyz volgens de voorwaarden van het pompend lemma. Dan kan |2z| niet nul zijn,
want anders behoorde 2™ tot L. Er geldt nu dat |zy®#lz| = |o|+ (Jzz|- |y]) +]2] = |z2|- (1 +]y])-

Dit is duidcelijk geen priemgetal. Dus behoort zy'*= z nict tot L. Contradictic.

(d) Stel dat L regulier is. Dan moet L” N (0*1*) ook regulier zijn. Contradictie.

(e) Stel dat L regulier is. Dan is L°N (0*10%) ook regulier. Van deze taal kan je echter eenvoudig
aantonen met het pompend lemma dat ze niet regulier is.

(f) Stel dat L regulier is. Dan is L N (ab*c*) ook regulier. Contradictie.

3. Neem L de taal over o = {0,1,#} dic gegenercerd wordt door de regulicre expressic 0*#1*. Dan is
verwijder middelste(L) N0*1* = {0"1™ | n € N}.

Die taal is niet regulier, dus is verwijder middelste(L) evenmin regulier.

:U%‘jﬁ\( e ’(/\qx} /&Qmmukw ’bég\
o R Rou Bnders Ptk



Oefenzitting 4

1.
2.
3.

Toon aan dat de klasse van context vrije talen gesloten is onder concatenatie en ster.
Bewijs dat de doorsnede van een reguliere taal met een context-vrije taal context-vrij is.
Geef voor elk van de volgende talen een CFG die die taal genereert.

(a) {w € {0,1}* | de lengte van w is oneven en het middelste symbool is een 0}

(b) {w € {0,1}* | w bevat strikt meer 1’en dan 0’en}

(c) {w € {0,1}* | w bevat tweemaal zoveel 1’en als 0’en}

(d) {wiFwa#t...F#wn | n> 1, elke w; € {0,1}* en er bestaat een ¢ en een j waarvoor w; = W;}

Geef voor de eerste twee talen uit (3) een PDA (volgens de definitie op blz. 64 — hoogstens één
symbool tegelijkertijd op de stack duwen) die die taal herkent.

Een CFG (V, X, R, S) is rechts-lineair als elke regel in R van de vorm A — wB of A — w is, waarbij
A en B niet-eindsymbolen zijn, en w een (mogelijks lege) string over X is. Welke verzameling van
talen wordt herkend door rechts-lineaire grammatica’s?

Toon aan dat elke context-vrije taal over het alfabet {1}, regulier is.

Toon aan dat {z#y | z,y € {0,1}* en z # y} een context-vrije taal is over {0,1,#}.
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Oplossingen voor oefenzitting 4

1. Eenvoudig op te lossen met behulp van CFGs. Net zoals op p75 van de cursus aangetoond wordt
dat de klasse van context-vrije talen gesloten is onder de unie.

2. Zij R een reguliere taal en C een context-vrije taal over een alfabet X. Z2ij (@, %, 4, qu, F) een DFA
die R herkent en (@, %,I7,4, g}, F’') cen PDA dic C herkent. Dan words €' N R herkent door de
PDA (Q x Q',%.T7. 6", (g0, q), F x F'), waarbij 6"((q,¢'),a,b) = (8(q,a),8'(¢',a,b)) als a # € cn
0"((q,9'),€,b) = (¢,8'(', €, b)).

3. Ga na dat de volgende grammatica’s correcte oplossingen vormen. Dat is niet altijd triviaall
(a) §— ASA|O
A—0]|1

(b) S — AlA
A— AA|0AL | 140 |1 |€

(c) S — 1150S | 10518 | 0S151S | e

(d) S— S#A | A#S | B
A= O0A | 1A | A#A | €
B — 0B0 | 1B | #A# | ¢ | #

4. (a)

{K

C

¢ e—§

ffn l,e—t 0,e—>t

0,c—¢

o
(D 10— 0,0 —¢

€, S—e

(b)

é,e—§

(E)D 1,e—1 0,60 0,1—e 1,0

e l—e

D
)

¢.8—¢
@

5. Antwoord: de reguliere talen. Een eenvoudige manier om dit aan te tonen bestaat uit een NFA
om te zetten in een rechts lineaire grammatica en vice versa. Hierbij worden niet-terminalen van
dc grammatica omgczet in toestanden van de NFA. en regels A — a; . .. ¢, B worden paden A =2
A; 2 ... 2% A, 5 Bin de DFA, waarbij Ay, ..., A, hulptocstanden zijn.




6. Voor deze oefening heb je de stelling van Parikh nodig (zie blz. 72). Merk op dat voor elke taal L
over {1} er precies één taal L' over {1} is zodanig dat Ord(L') = L, namelijk L' = L. Aangezien
Parikh zegt dat er voor elke context-vrije taal, er een reguliere taal bestaat met dezelfde orde, geldt
nu dat elke context-vrije taal over {1} ook regulier is.

7. Construcer cen PDA die deze taal herkent. Een mogelijkheid om dat te doen is als volgt. Construcer
cen PDA voor {z#vy | 2| # |y|} cn cen voor

{x#uy | het n'de symbool van x verschilt van het n’de symbool van y}

en neem dan de unie. De eerste van deze twee subPDA’s is eenvoudig te construeren. De andere
zict cr als volgt uit

e.e—$

0, g—se
1l,e—t 0,e—t C( l,e—¢ D,e—e¢

#.e—e

D 1,t—e 0.t—e

1,8—c¢

1l,e—e
l,e—e O,e—¢

F,e—e

1,t—¢ 0,1—>¢

l,e—e¢ 0,e—¢
0.§—e¢



Oefenzitting 5

1. Welke van de volgende talen zijn context-vrij, welke niet? Bewijs je antwoord.
(a) {w e {0,1}* | w is een palindroom}
(b) {0740 40% | n > 0}
(c) {w € {a,b,c}* | w bevat een gelijk aantal a’s, b’s en ¢’s}
@ {ov |y € {01} enfo| =yl maar s 4} p3S
(e) {wH#z | w,z € {0,1}* en w is een substring van z}
(f) {a'pickF |0<i<j<k}
9. Een k-PDA. is een PDA met k stacks. Een 0-PDA is dus een NFA en een 1-PDA een gewone PDA.

(2) Toon aan dat 2-PDA’s strikt sterker zijn dan 1-PDA’s. (Met andere woorden, toon aan dat
de klasse van talen die met een 1-PDA te herkennen zijn een strikte deelverzameling is van de
klasse van talen die met een 2-PDA te herkennen zijn.)

(b) Toon aan dat 3-PDA’s even sterk zijn als 2-PDA’s.
3. Zjj

T = {if, condition, then, else, a:=1}
V = {(STMT), (IF-THEN), (IF-THEN-ELSE), (ASSIGN)}

en zij G = (V, %, R, (STMT)) de grammatica met regels

(STMT) — (ASSIGN) | (IF-THEN) | (IF-THEN-ELSE)
(IF-THEN) — if condition then (STMT)
(IF-THEN-ELSE) — if condition then (STMT) else (STMT)
(ASSIGN) — a:=1 -

Toon aan dat G ambigu is en construeer een niet-ambigue grammatica die dezelfde taal herkent.

wdﬂl\ﬁ«(upg 2. "
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Oplossingen voor oefenzitting 5

1. (L is steeds de taal uit de opgave)

(a) L is context-vrij. Schriif een CFG om dat te bewijzen.

{(b) Veronderstel dat L context-vrij is. Zij p de pomplengte voor L. We gaan aantonen dat de
string w = 0P#02P#0%P niet gepompt kan worden. Verdeel w in uwvayz zodanig dat |vy| niet
leeg is. Als we willen dat uv?zy?z in L zit, dan mag noch v, noch y een # bevatten. Dus is
er een van de segmenten 0P, 02P of 03P disjunct met v en met y. Maar dan bevat uv?zy?z de
nullen niet in de juiste verhoudingen. Contradictie.

(c) LNna'd*c* = {a"b"c" | n € N} en dat is niet context-vrij (zie cursus p74). Dus kan L ook niet
context-vrij zijn (zie oefening 2 van oefenzitting 4).

(d) L = Ly N Ly waarbij Ly = {w € {0,1}* | w is even} en L, = {ww | w € {0,1}*}. Aangezien
L; regulier is (eenvoudige oefening) en Ly context-vrij (cursus p75). is L context-vrij.

{(c¢) Pas hct pompend lemma toc om aan te tonen dat deze taal nict context-vrij is. Je kan
bijvoorbecld dec string 0P1P#:0P1P gebruiken, waarbij p de pomplengte is.
(f) Pas het pompend lemma toe om aan te tonen dat deze taal niet context-vrij is. Je kan
bijvoorbecld de string aPb?cP gebruiken, waarbij p de pomplengte is.
2. (a) Het is eenvoudig om een 2-PDA te construeren die {a"b"c™ | n € N} herkent.
{b) Dit kan jc aantoncn door de volgende dric uitspraken te bewijzen:
i. Een TM is sterker dan een 3-PDA.
ii. Ecn 3-PDA is sterker dan ecn 2-PDA.
iii. Een 2-PDA is sterker dan een TM.
Voor de eerste van deze moet je asntonen dat je de drie stacks kan simuleren op een TM. De
tweede uitspraak is triviaal: negeer gewoon een van de drie stacks, dan heb je een 2-PDA. De

derde uitspraak bewijzen is wat lastiger. De idee is een TM te simuleren op een 2-PDA. Dat
doe je door een toestand

...]#l#[allagl..‘|aiT|r1H.1|A..|an|#|#|..,

q
van de TM voor te stellen op de 2-PDA door
e Stack 1 bevat a;_1,a;_3...,0a1,# (in die volgorde. a, ; is de top.)
e Stack 2 bevat a;, @iq1.-- ., Qn, #.
e We zitten in cen toestand gq.

Er rest dan nog de invoer eerst helemaal in te lezen op stack 1 en daarna om te keren op stack
2. Dc toestand dic je dan bekomt komt overcen met de starttoestand van de TM. Vervolgens
moct de overgangsfunctic van de TM gecodeerd worden op de 2-PDA. Dat is cen kwestic van
symbolen van dc enc stack op de andere over tc hevelen.

3. De ambiguiteit van deze taal kan je inzien door twee verschillende parse-trees op te stellen voor de
zin if condition then if condition then a:=1 else a:=1. Een oplossing kan bhijvoorbeeld zijn
elke else met de dichtsbijzijnde ‘vrije’ if te matchen. Dat wordt bereikt met de volgende grammatica.

{STMT) — (MATCHED) | (UNMATCHED)
(MATCHED) — if condition then (MATCHED) else (MATCHED)
(MATCHED) — (ASSIGN)
(UNMATCHED) — if condition then (MATCHED) else (UNMATCHED)
(UNMATCHED) — if condition then (STMT)
{ASSIGN) — a:=1



Oefenzitting 6

1.

Een ‘blijf staan Turing machine’ verschilt van een gewone Turing machine doordat de head naar
rechts kan bewegen of kan blijven staan, maar niet naar links kan bewegen. Toon aan dat deze
variant van Turing machines niet equivalent is met de originele variant. Welke talen worden herkend
door ‘blijf staan Turing machines’?

. Zij INFppa = {(A) | A is een DFA en L4 is een oneindige taal}. Toon aan dat IN Fppa beslisbaar

18.

. Is VIJFppa = {(A) | A is een DFA en L4 bestaat uit precies 5 strings} beslisbaar? Bewijs je ant-

woord.

. Toon aan dat de vraag of een context-vrije grammatica minstens één string uit 1* kan genereren,

beslisbaar is.

Zij A en B twee disjuncte talen die co-Turing-herkenbaar zijn. Toon aan dat er een beslisbare taal
C bestaat zodanig dat AC C en BC C.

Een Turing machine met RESET verschilt van een gewone Turing machine doordat de head enkel
naar rechts kan bewegen of in één stap helemaal aan het begin van de tape gezet kan worden. De
transitiefunctie van zo een machine is dus van de vorm § : @ x I' » @ x I' x {R, RESET}. Toon
aan dat deze variant van Turing machines equivalent is met de originele variant.
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Oplossingen voor oefenzitting 6

1.

De talen die door ‘bliif staan TMs® herkend kunnen worden zijn allemaal regulier. Formeel kan je
dit bewijzen door een gegeven blijf staan TM eerst te veranderen in een die enkel naar rechts kan.
Die overloopt dus gewoon de invoer en beslist dan (of heeft al beslist) in een of meerdere stappen
of hij zal accepteren of niet. Je kan zo een TM gemakkelijk omzetten in een NFA.

. Het volgende algoritme beslist TN Fppa.

(a) Zij k het aantal toestanden van A.
(b) Construeer een DFA die de doorsnede van L4 met X%...5 3" herkent. Noem deze DFA B.
——
k maal

(c) Beslis of B de lege taal genereert. Zo ja, reject. Zo nee. accept.

. VIJFppa is beslisbaar. Een algoritme om dat na te gaan kijkt eerst na of A een eindige taal

genereert. Vervolgens telt het het aantal strings die door A aanvaard worden en lengte < k hebben,
met k het aantal toestanden van A.

Het algoritme construeert eerst de CFG die de doorsnede van de gegeven CFG met 1* herkent.
Vervolgens wordt nagekeken of die nieuwe CFG de lege taal genereert.

. Zij TM en TMg Turing Machines dic respecticvelijk A cn B herkennen. Het algoritme dat C

beslist gaat als volgt:

(a) Run TMy en T M5 in parallel op de invoer.
(b) Als T M eerst accepteert, reject. Als T Mg eerst accepteert, accept.

. Ecn TM met resct simuleren op cen gewone TM is geen probleem. Het omgekeerde, cen TM Ty

simuleren op cen TM Ty met reset, kan bijvoorbeeld als volgt.

We gaan cr steeds voor zorgen dat als or cen normaalgezicn cen symbool ¢ onmiddclijk links van
de head staat in Ty, daar in T, het symbool a staat. Daar kunnen we initieel voor zorgen door de
invoerstring 1 plaats op te schuiven en vooraan # toe te voegen. Probeer in te zien dat je daarvoor
genoeg hebt aan naar rechts te gaan en 1 keer te resetten. Daarna passen we het programma van
Ty aan.

e Bewceegt Ty de head naar naar rechts en schrijft o, dan doct T

(a) Reset

(b) Beweeg rechts tot aan het symbool met de -.

(c) Veeg de - uit en ga naar rechts.

(d) Schrijf @ en ga naar rechts.

e Beweegt 77 de head naar links en schrijft a, dan doet T

(a) Schrijf a en reset.

{(b) Als je nu boven #F staat, schuif dan de huidige inhoud van de band een plaats naar rechts,
schrijf # op de meest linkse positie, # of de tweede positie en ga op de tweede positie
staan. Stop. Anders, ga naar (c).

(c) Schrijf een - boven het symbaol en ga naar rechts.

(d) Zie je nu een symbool met een -, ga naar (f). Anders, ga naar (e).

(e) Reset en ga rechts tot aan het eerste symbool met een -. Veeg de - uit en zet er een boven
het volgende symbool. Ga naar rechts. Ga naar (d).

(f) Ga naar rechts tot aan het tweede symbool met een - en veeg de - uit. Stop.



Oefenzitting 7

1.

Een nutteloze toestand van een TM M is een toestand waarin M voor geen enkele invoer kan komen.
ZijU = {(M,q) | M is een TM en g een nutteloze toestand van M}. Toon aan dat U onbeslisbaar
is.

Toon aan dat Rpra = {(4) | A is een DFA die 0 aanvaardt asa hij w aanvaardt} beslisbaar is.
Is Rrm = {(M) | M is een TM die w aanvaardt asa ze @ aanvaardt} ook beslisbaar? Bewijs je
antwoord.

. Toon aan dat de taal van alle Turing machines M waarvoor er een invoer bestaat zodanig dat M

bij die invoer een niet-blanco symbool zal overschrijven met een blanco symbool, onbeslisbaar is.

. Toon aan dat het ‘overeenkomstprobleem van Post’ beslisbaar is over het alfabet ¥ = {a}. (Dat

a™
a"l

wil zeggen: toon aan dat het voor een verzameling domino’s van de vorm [27] met n,m € N,

beslisbaar is of er een overeenkomst bestaat.)

. Toon aan dat er een onbeslisbare deelverzameling van 1* bestaat.

Toon aan dat de vraag of een context-vrije grammatica G alle strings uit 1* kan genereren beslisbaar
is.

Toon aan dat een taal L herkenbaar is als en slechts als er een beslisbare taal L’ bestaat zodanig
dat L = {z | Er bestaat een y zodanig dat (z,y) € L'}.

Bewijs dat er voor elke oneindige herkenbare taal L een oneindige beslisbare taal L’ C L bestaat.
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Oplossingen voor oefenzitting 7

1. Stel dat U beslisbaar is met een TM B. Bekijk dan de volgende machine die als input (M) krijgt
voor een TM M.

e Bij input (M), run B op (M, q,). waarbij g, de accept-toestand van M is.

e Als B aanvaardt, aanvaard. Zo niet, verwerp.
Deczc machine beslist Ery. Contradictic.
2. Rppa is beslisbaar met het volgende algoritme. Bij input (A)

e Construcer de DFA A dic het omgekeerde van L(A) herkent.

e Run een beslisser voor EQpra op (A, X)
R is niet beslisbaar. Dit kan je inzien met behulp van de stelling van Rice.

3. Stel dat je een TM B hebt die dit probleem beslist. Dan kan je daarmee bijvoorbeeld Eryt beslissen
door het volgende algoritme. Bij invoer (M):

e Bouw A om tot een TM A{’ die dezelfde taal herkent, maar nooit een blanco over een niet
blanco kan schrijven. (Probeer in te zien dat dat mogelijk is.)

e Verander M’ in M" zodanig dat M”, als M' normaalgezien zou accepteren, eerst nog even
een blanco over een niet-blanco schrijft.

e Run B op M”.

a™

4. Kijk na of er in de gegeven verzameling een dominosteen [—] bestaat met m < n en een met

a™

m > n. Zo ja, aanvaard. Zo nee, verwerp. Probeer in te zien dat dit algoritme correct is!

5. Het aantal deelverzamelingen van 1* is niet aftelbaar. Dus heeft 1* een heleboel onbeslisbare
deelverzamelingen.

6. De volgende eigenschap helpt je om dit gemakkelijk te bewijzen: als alle strings 1,12, ... 17+P met,

p dc pomplengte voor L(G) in L(G) zitten, dan bevat L(G) heel 1*. Het bewijs van de cigenschap
stcunt op het pompend lemma voor context-vrije talen:
Stel dat {1.1%,...,1P*P} C L(G). Om aan te tonen dat 1¥ voor elke k > p! + p ook in L(G) zit
schrijven we k als k= p+m+q, met m = k—p mod p! en ¢ = k — p—m. Merk op dat g deelbaar
is door p!. We weten dat p < p+m < p+ p!, dus behoort 1#7" tot L(G). Bijgevolg kan die string
volgens het pumping lemma opgedeeld worden in urzyz zodanig dat wvtzy*z voor elke i aok tot
L(G) behoort en 1 < |vy| < p. Als we 7 = 1+ ¢/|vy| nemen (wat kan. want |vy| is een deler van p!
en dus van q), dan is |uv’zy*z| = k, en mogen we besluiten dat 1* € L(G).

7. Stel dat L herkenbaar is met herkenner M. Definieer L' := {(w,n) | M accepteert w in precies n stappen}.
Dan is I’ beslisbaar: een beslisser voor L' kan gewoom M n stappen laten lopen op w en zien of
M dan accepteert. Het is ook duidelijk dat L' de gevraagde eigenschap heeft.

Voor de omgekeerde richting van het bewijs, veronderstel dat L’ een beslisbare taal is met strings
van de vorm {z,y). Zij M’ een beslisser voor L’. Het volgende algoritme is dan een herkenner voor

L:

Input: een string x
for n € N do
for elke string y met |y| < n do
Laat M’ n stappen lopen op invoer (x, y);
Als M’ accepteert, acceptecr.
end

end



8. Zij M een herkenner voor L en definieer

L' :={w € I |voor elke w’ € L met |w| < |w'| geldt dat M strikt meer stappen

nodig heeft om w’ te herkennen dan om w te herkennen}

We moeten aantonen dat L’ beslisbaar en oneindig is. Een beslisser voor L’ werkt als volgt. Voor
cen invoer w worden alle strings ws, wa, ws, - . . uit £* dic langer zijn dan w overlopen. De beslisser
laat cerst M één stap lopen op zowel w als wy, vervolgens twee stappen op w, wy ¢n w,, vervolgens
dric stappen op w, w;, ws cn ws, ctec. Aangezicn L oncindig is. zal minstens cen van de w; tot L
behoren. Dus zal M op een bepaald ogenblik een van de strings waarop hij loopt, aanvaarden. Er
zijn dan een aantal verschillende mogelijkheden:

e M verwerpt w. Dan mag de beslisser w ook verwerpen.

e M aanvaardt na n stappen een van de w; en is na n stappen niet op w gestopt. Dan kan de
beslisser stoppen en w verwerpen. Er is dan immers een string in L die langer is dan w, en
sneller aanvaardt wordt door M.

e M aanvaardt na n stappen w, en elk van de w;’s heeft minstens n stappen nodig om aanvaardt
te worden door Af. Dan zou het kunnen dat w tot L’ behoort. Om daar helemaal zeker van
te zijn, laat de beslisser M gedurende n — 1 stappen lopen op alle strings die strikt langer zijn
dan w cn maximaal m symbolcn bevatten, waarbij m het maximum is van n cn |w] + 1. Als
M gedurende dat proces cen van de strings aanvaardt, dan mag dc beslisser w verwerpen. In
het andere geval wordt w aanvaardt. Inderdaad, stel dat cr cen string w’ is dic strikt langer
is dan w en door M aanvaardt wordt binnen de n — 1 stappen. Die string is dan strikc langer
dan m. Zij w" de string die bestaat uit de eerste m symbolen van w’. Dan wordt w" binnen
de n— 1 stappen aanvaardt door M, want de enige symbolen die M kan zien wanneer hij loopt
op u’ zijn de symbolen van w”. Uit deze tegenspraak volgt dat w tot L’ behoort.

Nu mocten we nog aantonen dat I’ oncindig is. Stel dat L’ cindig is en dat w cen langste string
is in L', Dan is cr cen n zodanig dat M w accepteert in n stappen. Neem cen string wy € L
die langer is dan w. Zo een string bestaat, want L is oneindig. Zij n; het aantal stappen dat
M nodig heeft om w; te accepteren. Aangezien w tot L’ behoort is n; > n. Omdat w; ¢ L',
bestaat er een wy € L, zodat jwn| < |wa| en waarvoor M n, stappen nodig heeft om te accepteren
en ny < n;. Op die manier kunnen we een rij strings |w;| < |wa| < |ws| < ... opbouwen met
bijhorende n1 > ny, > ny > .... Zodoende vinden we uiteindelijk een w; € L met bijhorende
n; < n. Maar dat betekent dat w ¢ L’. Uit deze contradictie vinden we dat L’ oneindig of leeg
moet zijn. Een gelijkaardig argument laat zien dat L’ niet leeg kan zijn.



Oefenzitting 8

1. Zijn de volgende uitspraken waar of niet? Bewijs je antwoord.

(a) EQcrq is co-herkenbaar. .

(b) Arm kan gereduceerd worden naar Emyy.

(c) Als een taal L; Turing gereduceerd kan worden naar een reguliere taal Lq, dan is L; ook

regulier.
(d) Een taal is herkenbaar als en slechts als ze gereduceerd kan worden naar Aty.
2. Schrijf de volgende primitief recursieve functies met behulp van compositie, primitieve recursie en

de basisfuncties.

(a) ezp: NxN—=N: (z,y) — ¥

(b) pred: N—»N:zm—z—1 a.ls':z:aéOenOI—-»O.

(¢) dif :NXN—=N: (z,y)— |z —y|
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1.

2.

(a) Waar. Stel dat je twee CFG’s G, en G hebt die een verschillende taal herkennen. Omdat Acre
beslisbaar is kan je gewoon voor alle strings (bijvoorbeeld van klein naar groot) uitproberen
of ze tot L(G;) en L(G3) behoren. Na een tijdje kom je dan gegarandeerd een string tegen die
slechts in één van de talen L(G;) en L(G>) zit.

(b) Niet waar. Immers, stel dat Aty <, Erm. Dan volgt uit stelling 16.7 dat Aty <, Erm.
Aangezien ETy herkenbaar is, moet volgens stelling 16.4 Aty ook herkenbaar zijn. Maar
Arm kan niet herkenbaar zijn, aangezien Aty niet beslisbaar is, maar wel herkenbaar.

{c) Niet waar. Elke beslisbare taal kan gereduceerd worden tot een reguliere taal.

(d) Waar. Dc implicatic van rechts naar links volgt onmiddellijk uit stelling 16.4. De implicatic
van links naar rechts kan je als volgt bewijzen. Stel dat L een herkenbare taal is en zij M een
TM die L herkent. Dan definieert de functie f : w — (M, w) een reductie van L naar Ary.

(a) Pr|Een,Cn[Product,p},p3] met Een de constante functie 1 en Product de functie die het
product van twee getallen berckent.

(b) Cn[Pr(nul, p3], nul, pi}

(c) Defineer eerst de functie min : Nx N — N met min(z,y) = z—y als £ > y en min(z,y) = 0 als

z < y. Dat kan bijvoorbeeld met min = Pr{pi, Cn[pred, p3]]. Vervolgens kan je dif definiéren
door dif = Cn[Som, Cn[min,p}, p3], Cn[min, p3, pi]].



Extra oefeningen over A-calculus
(Hieronder wordt de verzameling {FALSE, TRUE} aangeduid met Bool)

1. Definieer in zuivere A-calculus:

TRUE alsn=0

(a) IsZero: N — Bool : n {FALSE anders

(b) L:N— List(N):n— [n,n—1,n-2,...,0]

n—1 alsn>0

(c) Pred:N—»N:nH{o als 1 0

x—y alsz>y

N2 )
(d) Min: N? - N : (z,y) — {0 anders

TRUE alsz=y

(e) Eq: N — Bool : (z,y) — {FALSE alsz £y

2. Definieer in A-calculus een functie SomCijfers die een getal afbeeldt op de som van zijn cijfers. Je
mag gebruik maken van ‘=’, ‘<’, ‘4, ‘=’, " en IF'

N
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(Hieronder wordt de verzameling {FALSE, TRUE} aangeduid met Bool)
1. Definieer in zuivere A-calculus:

TRUE alsn=20

(a) IsZero: N — Bool : n—
FALSE anders

Oplossing:
IsZcro := Anpg.n()\z.q)p

De intnitie voor deze oplossing is als volgt. Als je naar de definitie van de Church-numeral
¢ kijkt zie je dat die twee argumenten neemt en het eerste argument n maal toepast op het
tweede. In de oplossing is (\z.q) — de constante functie g — het eerste argument dat de Church-
numeral krijet. Als n > 0, dan reduceert c,(Az.q)p dus tot g. Bijgevolg reduceert IsZero ¢y,
tot Apq.q :— FALSE als n > 0. Anderzijds betekent co(dx.q)p: pas 0 keer de functie {A\z.q)
toc op p. Dus reduccert co(Mz.q)p tot p en IsZero ¢y tot Apg.p := TRUE.

(b) L:N— List(N):n— [n,n—1,n—2,...,0]
Oplossing:
L:=>n. n F (CONS ¢ NIL)
Hierbij is ¢y de Church-numeral 0 en F' is gedefinieerd door
F :=)z. CONS (A; o (HEAD 2)) z
en NIL is de lege lijst, bijvoorbeeld
NIL := Af.TRUE

(Het is nict noodzakelijk voor de ocfening om NIL op deze manicr te definiéren. Maar met
deze definitie is het gemakkelijk om een ‘IsNil’ functie te schrijven.)

n—1 alsn>0

(c) Pred :N—N:nw—
0 alsn=>0

Oplossing:
Pred := An. IF (IsZcro n) ¢p (HEAD (TAIL (L n)))

z—y alsx>y
0 anders

(d) Min : N2 - N : (z,y) — {
Oplossing:
Min:=Xzy.y Pred z

TRUE alsz=y

Eq:N? - Bool : (z,
(e) Eq — ool y)H{FALSE als z #y

Oplossing;:
Eq :=dz y . AND (IsZero (Min z y)) (IsZero (Min y 2))
2. Definieer in A-calculus een functie SomGijfers die een getal afbeeldt op de som van zijn cijfers.
Oplossing: Schrijf ecrst
SomCijfers := An. I[F (= n 0) 0 (+(mod r 10) (SomCijfers(div n 10)}))

waarbij div de gehele deling voorstelt. Om SomCijfers op een niet-recursieve manier te definiéren
kan je de vastepunts-combinator Y gebruiken:

SomCijfers := Y(Af. dn. IF (= n 0) 0 (+(mod n 10) (f(div » 10))))

Het uitschrijven van definities voor mod en div laat ik als oefening ...
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1. Waar of niet waar?

(a) Elke eindige taal is regulier.
(b) Elke deelverzameling van een niet-reguliere taal is niet-regulier.
{c) De klasse van beslisbare talen is gesloten onder het nemen van het complement.
2. Zij L een reguliere taal over een alfabet ¥ met minstens 2 tekens. De afstand d(s,t) tussen twee

strings s en t van gelijke lengte is het aantal posities waarop s en t verschillen. Met andere woorden,
als 5= 8183...8, en t =t1ty...ty,, dan is d(s,t) = #{i | s; # t;}. Definieer nu de taal

fouti (L) = {s € " | er bestaat een ¢t € L zodat |s| == || en d(s,t) < 1}

Informeel is dat de taal met strings met hoogstens één foutje ten opzichte van een string in L.
Bewijs dat fout; (L) regulier is.

3. Geef voor elk van de volgende talen aan of ze regulier, context-vrij, beslisbaar, Turing-herkenbaar
en/of co-Turing-herkenbaar zijn.

() {z = y+ 2z | z, y en z zijn natuurlijke getallen in binaire notatie en z is de som van y en 2.}
over het alfabet {0,1,+,=}.

(b) De taal van alle strings w over het alfabet {[8],[%],[3], [}]} zodanig dat het binair getal
gevormd door de onderste rij van w gelijk is aan drie maal het binair getal gevormd door de
bovenste rij van w.

(c) {{M) | M is een TM zodanig dat L(M) precies 1234 strings bevat}
(d) {a®bick | i,j,k > 0eni# jof j # k}
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1. (a) Waar. Stel dat L = {s1,..., 8, }, dan wordt L gegenereerd door de reguliere expresie s1[s2|. .. |sn-
(b) Niet waar. De lege taal is regulier en een deelverzameling van elke taal.
(c) Waar. Stel dat L beslisbaar is. Dan is L herkenbaar en co-herkenbaar. Dus is L co-herkenbaar

en herkenbaar. Bijgevolg is L beslisbaar.

2. Stel dat (@, %, 6, g, FF) een DFA is die L herkent. We gaan deze omvormen tot een NFA die fouty (L)
herkent. De toestanden van die NFA zijn gegeven door @ x {0.1}. We hebben dus twee kopies van
de tocstanden van de oorspronkelijke DFA. We gaan cr nu voor zorgen daf wanncer we nog geen
fouten gemaakt hebben voor cen gegeven invoer, we in cen toestand (g, 0) zitten. Wanneer we cen
fout maken gaan we over naar ccn toestand (g,1). Vanaf we in zo cen tocstand zitten mogen we
geen fouten meer maken. Formeel wordt de NFA gegeven door (Qx {0,1}, X, &, (g5 X 0), Fx{0,1}),
waarbij &’ gegeven is door

(g% 1l.a)=1{d(g,a) x 1}
8 (gx0.a) = {b(g,a) x 0} U{5(q,b) x 1| b# a}

3. De volgende tabel geeft een overzicht van de oplossing

|Regulier Context-Vrij Beslisbaar Herkenbaar Co-herkenbaar

(a) v v v
(b) v v v v v
(c)

(d) v v v v

(a) Deze taal is duidelijk beslisbaar. Je kan immers gemakkelijk een computerprogramma schrijven
dat deze taal beslist. Dat ze niet context-vrij is kan aangetoond worden met het pompend
lemma, voor context-vrije talen. Een niet te pompen string is bijvoorbeeld 1% = 17 + 1¥0?,
met p de pomplengte.

(b) Hect omgekeerde van deze taal wordt herkent door de DFA ({go, q1. g2}, . 8, go, {qo}) waarbij
de (niet-totale) functie d gegeven is door

0 1 |
[0 [o] [

| [6]

qo qdo q1
(451 q0 q2
q2 73} [p)

Bijgcvolg is de taal zelf ook regulicr.

(c) Deze taal is niet beslisbaar vanwege de stelling van Rice. We noteren de taal met L.
Stel dat L herkenbaar is met een TM T. Dan herkent het volgende algoritme Etn. Bij invoer
M, construcer ccn TM M’ dic precics 1234 strings meer herkent dan M. Run vervolgens T op
M.
Om aan tc tonen dat L nict co-herkenbaar is werken we mect cen reductic vanuit de nict-
herkenbare taal Ary. De functie f die we daarvoor moeten construeren geeft bij invoer (M, w)
een turingmachine M’ die bij invoer w’ eerst A laat lopen op w en wanneer M accepteert,
Mi234 1aat lopen op w'. Hierbij is Myz34 een TM die precies 1234 strings aanvaardt. Als
(M, w) € Arm, dan herkent M’ geen enkele string, en geldt er dus (M') € T. Als (M. w) ¢
‘Arm, dan herkent M’ precies 1234 strings en geldt er ({M’) ¢ L. De functie f definieert dus
inderdaad een reductie van Ary naar L.

(d) Stel dat deze taal L regulier is. Dan is L¢ N a*b*c* = {a™b"c” | n € N} ook regulier, wat
duidelijk niet het geval is'. Ze is context-vrij, want wordt herkend door de grammatica
S— AM|NC
A—e|Aa
B —¢|Bb

1 Je zou ook het pompend lemma lunnen gebruiken met bijvoorbeeld de string aPbP P P2l 4ls string die niet te pompen
is



C —¢e|Ce
M — bMc|bB|cC
N — aNb|aAd|bB



