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Marco Zambon Wiskunde |, 2019-20

Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 1

1. [§1.4] Schrijf het volgende quotient van complexe getallen in de vorm z+iy:

241
3—1

Uitleg: Het complex toegevoedge van de noemer is 3 —i = 3 + . Ver-

menigvuldigen we het quotient met 1, geschreven als g-i—:

2446 _24i 340 6-143i+2% 545 1 1

3—4 3—4 341 9+ 1 ~ 10 9
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 4

1. [§4.5] Toon met de volledige inductie dat voor elk n € Ny = {1,2,3,...}
geldt

" = nz™ L. (1)

Uitleg: .
Beginstap (n = 1): we moeten tonen dat Ed;x = 1. We doen dat met de
definitie van afgeleide:

Inductiestap: voor elke n > 2, we nemen aan dat de vergelijking (1) waar
is.-voor n — 1 (dus, we nemen aan dat S£z"~! = (n — 1)z"7?), en tonen ze

- ermee voor . We schrijven z" als z - z" ! en gebruiken de productregel:
) , .

d . d d d ~
-d——:v” = d—(mm”"l) =0 2" d—-x””l =" (- 1Dz = nz™
: =1 . (n—1)zn—2

2. [§4.6] Bereken
. - d o

| EE_(:E3 + 1;2 - 1)8 |

Uitleg: We schrijven de functie (z® + 22 — 1)® als de samenstelling y(u(z)),

waar y(u) = u® en u(z) = 2% + 22 — 1. Omwille van de kettingregel hebben _

(@ + " = 1)) = y/(u(@)) (s) = 8(a% +a* — 17 - (32 + 22).

3. [§4.10] Voor o
f(z,y) = cos(zy) - v,
of af o

bereken 55 e 3y



Uitleg:

i) Om % te berekenen, laten we de veranderlijke y vast (d.w.z., we
beschouwen f als een functie van z alleen, en beschouwen y als een con-
stante) en nemen we de afgeleide ten opzichte van z: met de productregel
zien we

g—g = % cos(zy) - y* + cos(zy) - Z%gf = % cos(zy) - ¥*.
=0

We gebruiken nu de kettingregel (herinner je eraan dat y vast is): cos(zy) =
v(u(z)) waar v(u) = cos(u) en u(z) = zy, dus

. d v o
o cos(zy) = — sin(l:ry) Y.

'~ Dus 8 = —sin(zy) -y -1 = —sin(zy) - *.

ii} De berekening van % is analoog: -
of _ d

, o p
L = — cos(zy) 4? + cos(zy) - —y* = —sin(zy) -z - ¥* + 2cos(zy) - v.
oy dy dy o |

—sin(zy)-z v =2y
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 5

. [85.2] Hebben deze functies een lokaal minimum, lokaal maximum, of buigpunt in
=07

1. f(z) =23

2. g(z) = —2*

Uitleg:

1. f(z) = z* heeft een buigpunt in 0, per deﬁnltle de afgelelde f'(z) = 3z? wisselt

nlet van teken rond 0.

. g(z) = —az* heeft een mazimum in 0.

Om dit te zien, bereken we ~

‘ §(z) = —42°. ‘ »

Bijgevolg, ¢/(z) > 0 als z < O en g'(z ) < 0 als x> 0. Dus is g(z) stijgend voor
z°< 0 en dalend voor. z >0. . : :

'(Opmerklng de “tweede afgeleide test” leidt hler tot geen conclusie, omdat g"(0) =

0.)

3. h(z) = sin(z?) heeft een minimum in 0. Dat kunnen we op twee verschillende

manieren zien.

a) We berekenen - - o '
- H(z) = cos(a®) - 2.
Dichtbij aan 0, is cos(z?) > 0 -(omdat cos(0) =1 > 0). Dus, dichtbij»aan 0, is
W(z) < 0alsz < 0enh(r)>0alsz >0 Dusis h(r) dalend voor £ < 0 en .
stijgend voor z > 0. ‘ _ »
b) We kunnen ook de “tweede afgeleide test” gebruiken. Omwille van de produc-
tregel, v '

W'(z) = —sin(2?) - 42* + 2 cos(z?),

dus R"(0) =2 > 0. '

2. [85.2] Betracht de functie f(z) = z* op het gesloten interval [—2,1]. Waar heeft ze een
maximum /minumum?

Uitleg: We weten dat als ¢ een minimum of maximum van f is, die in het open interval
] — 2,1[ ligt, dan ¢ een stationair punt is. Het enige stationaire punt van f in |—2,1]is
z =0, omdat f'(z) = 2z.
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 8

1= /s1n2xdx.

Uitleg: We gebruiken de goniometrische identiteit sin® z = 1(1 — cos 2z). Dus

1 1 sin 2z
— - [ —cos2)dz == (2 — .
I 2/( cos 2z)dz 2(:1: 5 )—1—0

I = /xe"szx.

Verifieer je antwoord door de afgeleide te nemen

1. [88.2] Bereken

2. [§8.3] Bereken

Uitleg: We gebruiken de substitutieregel: stel
u(z) = 2%,
zodat 3—’; =2z en
du = 2z dz.
Dan

1 1 1 1
I : 5/6_“du = -2~(—'6Hu + 01) == 5(—6_m2 + 01) = —56_m2 + 02

waar (] en Cy constanten zijn.
Verificatie: omwille van de kettingregel,

d 1 .- 1 - 2
J— _ e T = —— —E —2 — - .
o < 5¢ > 7€ (—2x) = ze

3. [§8.3] Bereken
I = /\/1 —z?dz

Uitleg: Zie Voorbeeld 8.3.8 in de cursustekst, met a = 1. (In de les, met de substitutie
z = sinf met 0 €] — Z, Z[, hebben we gezien dat I = [ cos® §d6.)

272
4. [§8.3] Bereken
1
I= / (3z — 1)%dx.
0

Uitleg: We gebruiken de substitutieregel: stel
u(z) = 3z — 1,

zodat % =3 en
du = 3 dzx.



Omdat u(0) = —1 en u(1) = 2, is
1 /2 1 41072 1 /20 (—1)1° 1
I== Yy == |—| ===~ = (210 —1).
3/1“ v 3[10]_1 3(10 10 ) 30 ( )

5. [88.4] Bereken
I= / x e dy

waar a # 0. Verifieer je antwoord door de afgeleide te nemen.

Uitleg: We gebruiken parti€le integratie: stel

zodat

6U4z

u(z) =1, v(z)=—.

a

Dan e £ 6,11; £o%
I=w— [vWvdz=2—— 1. —de=2————C.
a a a a
=<3 +C

Verificatie: omwille van de productregel,

d 6GZ 6GZ 6U4Z 611:1:
ol Ky = — 4z — — =g
T a a

6. [88.6] Bereken

Verifieer je antwoord door de afgeleide te nemen.

Uitleg: Deze is een integral van het “type iii)” in de les, omdat de discriminant is
(—4)? —4 -7 < 0. We schrijven de noemer als

0? —dx 4+ 7= (2>~ 4z +4)+3=(z—2)>+3.

De substitutie © = 2 — 2 in de integraal geeft

I:/(—g}—_;—_‘_édm: /m—t——\/—?—))—idu: %bgtan (%) +C
= %bgtan (g:—\;g—Z) + C.

We verifiéren dit door de

. 1 z__.2 . ay e . 1
Dus is ﬁbgtan ( \/5) een primitieve functie van s——.

afgeleide te nemen:

a1, . fz—2 1 1 11 3 1
- ek R I e 4 sy T — = .
dz | /3 ° /3 V3 14 &2 B3 3+ (@22 o2 —do+T




7. [§8.7] Bereken

1
I= dg.
/ cos 0
Uitleg: Zoals in de les gezien, is het hulprijk om de substitutie z = tan% te gebruiken.
We weten dat df = Tf—;gdm en cosf = }jriz Dus

1+ 22 2 2
I: . d — JE—
/1—:132 1422 v /1—:132d$

Nu kunnen we de integrand in partieelbreuken splitsen:

2 1 1

1— 22 —1—m+1+:13'

1 1
= d
d /1—:13 m4_/14—:13

Dus

dz =—In(|l —z|) + In(j]1 + z|) + C
=In 1 +2] +C
i

|1 — tan g
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 9
1. [§9.3] Bereken de raakvlak aan de grafiek van

fz,y) =2y
in de punt (0,0,0) en in de punt (1,1,1).

Uitleg: Het raakvlak aan de grafiek van f in het punt (zo, o, 20) heeft als vergelijking

z2— 7= (—g—i) (To,10) - (z — zo) + <%§> (z0,%0) - (¥ — %)

Hier is (g—’f) (z0, o) de partiéle afgeleide van f naar z uitgerekend in (zo,%o).

oz
We hebben

of _of _,
Ot =Y, 5y v

De vergelijking van het raakvlak aan de grafiek van f in het punt (zo, ¥o, 20) is dus

€1

z—z =y (z—20)+ 2o (¥— %)
e Voor (g, Yo, 20) = (0,0,0) is de vergelijking dus
z=10.
e Voor (zg, Yo, 20) = (1,1,1) is de vergelijking dus
s l= -1+ (- 1),
wat geschreven kan worden als

z=z+y—1

2. [89.4] Vergelijking voor raaklijn aan de niveaukromme van
flz,y) = 2" +4°

in (0,1) en (1,1)7

Uitleg: De vergelijking van de raaklijn in het punt (2, o) is

0 0
5 @0, 0) - (2= 30) + 5= (50,30 - (y — 90) =

We hebben

of of
%*—2% G_yw2y’

(g%) (20, %0) = 20, <g_]y‘_> (20, %0) = 290

zo- (z —20) + 40 - (y—20) =0.

€1

De vergelijking is dus



















































Merk op: deze is dezelfde DV als in 1. boven

Uitleg: Omdat = = 0 het enige nulpunt van f(z) = z is, is 2(¢t) = 0 de enige constante
oplossing.
Scheiding van veranderlijken:

d
e
Z

dz

:—/tdt
x

t2
hl[il?] = *‘5 + OO

lz] = ooy

Co 22
z = tele 2

=Ce 7 met C # 0.

Dus is de algemene oplossing

+2

z=Ce 7 met CecR.

3. [§10.8] Vind alle oplossingen van

/ ¢ 12
T +trxr=¢€e¢€ 2

Uitleg: Volgende week
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 11

1. [§11.3] Los op
2’ — 22 +22=0

Uitleg: We proberen oplossingen van de vorm

z(t) = eM
te vinden, waar A € R nog te bepalen is. Invullen in de DV geeft (A2 — 2\ + 2)e* = 0,

wat betekent dat
2++/4—-8 242 .
= = =141
2 2
We hebben dus twee complexe oplossingen

A

ry = eI = gt et — ¢ (cost +isint).

Daaruit krijgen we twee lineair onafhankelijke reéle oplossingen

1
z1(t) = §(x+ +z_) =€ cost
1 .
zo(t) = -2—(ac+ —xz_) = e'sint.
i

De algemene oplossing van de DV is dus, voor constanten ¢; en ¢y,

ciet cost + eyl sint.

2. [§11.4] Geef aan de algemene oplossing van

2" — 22" + 22 = 2t.

Uitleg: Volgende week.
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Opmerkingen in de les
Hoofdstuk 12

1. [§12.4] Classificeer de stationaire punten van f(z,y) = zy

Uitleg: De stationaire punten zijn de punten waar de partiéle afgeleiden nul zijn. Uit

of _ of _
oz By

z

zien we dat het unieke stationaire punt (0, 0) is.
We willen nu het criterium van de tweede afgeleide toepassen. We berekenen
02 0 02 02
f=—=—z=1, ——]i:(), —f————O
0x0y 0x? oy?

De Hessiaan van f (de matrix van tweede partiéle afgeleiden) is dus
0 1
a=|15]

We hebben A = det(H) = —1 < 0. Uit het criterium van de tweede afgeleide volgt dat
(0,0) een zadelpunt is.

2. [§12.6] Vind de rechthoek met de grootste oppervlakte die symmetrisch geplaatst kan
worden als op de tekening, binnen de ellips

2’ +4y* =1

Uitleg: Voor elke rechthoek die geplaatst kan worden als op de tekening, noteren we met
(z,y) de coérdinaten van het hoekpunt boven rechts (zie tekening). De oppervlakte van
zo een rechthoek is 2z - 2y = 4zy. Dus is de taak: vind waar het mazimum bereikt wordt
van de funclie

f(z,y) = 4y,

waar x > 0 eny > 0, onder de nevenvoorwaarde 2 + 4y* = 1.
We passen de Lagrange techniek toe. We moeten dus dit stelsel vergelijkingen oplossen:

?+4yf =1

dy= X -2z
4z = ) - 8y.



(We zijn alleen aan = en y geinteresseerd, niet in A.)

2 z
De tweede vergelijking kan geschreven worden als Y A, en de derde als o = A

T Y
Daaruit volgt (zelfs als we A niet kennen!)
2 z
r 2y

We vullen in in de eerste vergelijking:
Ry’ +4t=1 = 8l =1 = y=—=—r.

A

Daaruit volgt £ = 2y = —=. Dus is

>

1 1
V2’ 2v/2

het enige stationair punt van f(z,y) onder de nevenvoorwaarde z% + 4y* = 1.
In dat punt hebben we een maximum, omdat, als (z,y) aan de nevenvoorwaarde
voldoet, wordt f(z,y) = 4zy willekeurig klein als we z dicht genoeg bij nul of bij 1 kiezen.

( )
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Opmerkingen in de les
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1. [§13.3]
i) Voor @ = (3,4,0) bereken ||
._)
ii) Voor P:(1,2,3) en Q : (2,4, 5) bereken _b) = I@ en | b |
iii) Bereken het scalair product @ - v
iv) Bereken de hock 6 € [0, 7] tussen ‘@ en s
Uitleg:

i) The lengte van @ is
|d| = V32 +42 102 =5.

_)
ii) Eerste berekenen we de vector b :

B =(2-1,4-25-3)=(1,22).

Nu kunnen we de lengte van deze vector berekenen:
b= VIE 2t 2 =3.
iii) Het scalair product is
@b =3-1+4-240-2=3+8+0=11
* iv) Volgens de cosinusregel is
-8 =|@||b| coss,
b

waar 0 de hoek tussen @ en b is. Dus in dit geval is
11=5-3-cosf.

Dat betekent dat cos @ = 1} en 6 = bgcos(11).
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