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1 samenvatting bewijzen

Bewijs. Uniciteit: A(v;) = w; = A uniek bepaald en zo ook b= ¢ — Ap .
F =ty o A voldoet.

Bewijs. F(p)=Ap+b
A = 1 translatie
A # 1, stel po = 125 en krijg F(p) = po + (A — 1)(p — po)



1.1 deel 2

Bewijs. b=F(0)en G=t_poF
d(G(p),G(q)) = d(p,q)
Gl = lpll
G(p)-G(q)=p-q(2)
G lineair = G matrix en (2) = G orthogonaal O

Bewijs. Stelling 17 : unieke affiene transformatie F
A=W -V~ orthogonaal

Bewijs. S=p+VenT=x+V"+
Vz €St d(z,2)? =d(z,y)* +d(y, 2)?



Bewijs. t e V(F) & (A—TDx+b=0

Bewijs. ker(A—1) L Im(A—1):

x=Azv,y=Az—z:x-y=x-(Az—z)=Ax-Az—2-2=0
dimensiestelling = R"” = ker(A —1I) @im(A—1I)

bestaan: .
p € E™ willekeurig nemen, stel pF(p) =2z +y=Azx+ (Az—z)enqg=p—z

— -

aF(g) = gp+pF(p) + F(p)F(g) = 2 + 2 +y+—Az ==z
G=t_,oF:
F=t,0G
q€V(G)
Gi(z)=Az =2

Uniciteit:

F:tbl o (A11‘+Cl) = 1y, O(Ag:l)—l—Cg) = A=A,

by —by €ker(A—I)=c1 —ca € Im(A—1)



Bewijs. det A =1
ontbinding van stelling 29 F' =t, 0 G
A =1 : translatie
cos(0)  sin(6)
—sin(0) cos(0)
dim{V(G)} = 0= 1 vast punt xg

anders A = > met ker{A —I} = {0} =b=0.

F(z) = zo + Azox

det A = -1

det(A —I) =det(A+ I) =0 = eigenvector v, w bij eigenwaarden 1, —1 resp.
V(G) rechte L = xy + vect{v}
Yo = mr(z)

G(x) = yo + Guyoxr = 2yo — x = Rp(x)

Bewijs. det A =1
A = I = translatie
A # I = dimker(A—1)=1en V(G) rechte L door xg.
G(z) = zo + A(xox)
det A = -1
det(A+ I) = detAdet(I + A') = 0 = —1 is een eigenwaarde met bijhorende eigenvector v.
Stel W = vect{v}+ .

Als 1 een eigenwaarde is van A , zal dim ker(A—1)=2.
V(G) =x0+ ker(A—1)
G is een spiegeling in V(G) en b is in de richting van V(G).

Als 1 geen eigenwaarde is van A
Dan F = G en V(F) = xo.
Stel H=a20+W en K = Ryo G, danis detK =1 en K(x¢) = zg = K is een translatie of
rotatie.
F = Ry o K is een draaispiegeling.
O



1.2 deel 3

Bewijs. Als 8 : I — E" regulier is, is s, een diffeomorfisme van I naar S, (I).
Noem de inverse van s, ¢ en defenieer 8 = a(q), dan is |8/| = 1.

B1(t) = B2(h(t)) en h'(t) = £1 .

Bewijs. Indien  BLP:
T-T' =0, dus T in de richting van N, zodat 7" = (T” - N)N = kN.
N' = (JTY = JkN = —«T
Algemeen:
T'(t) = (T(s(1)) = U(t)ﬂ(t)N(t) = vkN.
N'(t) = (N(s(1)) = N'(s(1))) - s'(t) = =(O)T(t) - ().

Bewsigs.

B7(5) = T'(s) = iN(s) = 0= B(s) = p + sv

Bewigs. Stel m = ~(s) = B(s) + L N(s) als vast punt [y/(s) = 0]

Danis | —m| = ll



Bewijs. De oscullatiecirkel ¢(s) voldoet.
Een cirkel die voldoet is steeds van de vorm

(s — s0) )

c(s) =m+r(cos

Uit ¢(s9) = e2 vinden we dat ea = T'(sp).
Via ¢”(s9) hebben we dat £(sg) = L en vervolgens e1 = —N(sp).
Tot slot geeft m + re; = ¢(sp) dat m = B(so) + N(sg) is

K(So)

De cirkel is dus uniek en gelijk aan de oscillatiecirkel. O

Bewijs. Neem de evoluut 7(s).
Er geldt dat v,(s) = (K(ls))/
Bijgevolg is L(7|[a b)) = H(la) (lb).

Uit n(a) b) > ||v(a) —v(b)|| volgt de ongelijkheid.
Daar 7/,7” niet lineair afthankelijk zijn, geldt de ongelijkheid strikt.

Bewijs. F. T, = (F(a)) =1Tp.
(Fi Ty, €FyNy) en (T, N3) zijn beide positieve orthonormale basissen = eF, N, = Nj.

ko =10 - No = (F.T,) - FuN, = €kp



Bewijs. Geval ko = kg

Zij so € I willekeurig en F' de unieke isometrie (stelling 17) zodat F'(«(s9)) = B(s0), F«(Tu(s0)) =
Ty(s0) en F.(Na(s0)) = Na(so)-

Definieer v = F(a) en f : I = R:s— f(s) = Tp(s)T(s).

F = Th(s) Ty (5) 4T ()T (5) = iy, Ny ()T ()45 ()5 Ny (3) = w5 (JT () T ()4 T ()T T (5)) = 0

Dus is f(s) = f(so) = 1 een constante functie en wegens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz
geldt dat ' =+ waaruit 8 = v volgt daar B(sg) = Y(so)-
O



1.3 H 13

Bewijs. Voor BLP-krommes:
Omdat B'-B=0en B'-T=0=B-T+ B-xN,is B =(B'-N)N.
De 1€ en 3¢ formule zijn per defenitie waar.
N -T=-N-T'=—k
N -N=0
N .-B=—-N-(—7N)=r

Algemeen komt er een factor v bij ten gevolge van s'(t).
vb. B'(t) = (B(s(t))) = B (s(t))s'(t) = B'v

Bewijs. tau = 0
B’ =0 = B(s) = u met u constant.
Zij 1> R+ f(s) = (8(5) — B50) - .
Danis f/(s) =T(s) - B(s) =0
f Constant = (8(s) — B(s¢)) - u =0, dus 8 ligt in het vlak door 5(so) loodrecht op w.

beta een vlak

Er bestaat een u € T,E? zodat (3(s) — p) - u = 0 voor elke s
Afleiden geeft dat T-u=0en kN -u =0 = B(s) = I?Equll
B constant = B’ =0 = —TN.



Bewijs.
F.T, = (F(a)) = T
K,[-}Nﬁ = Té = F*(Ta)l = K/aF*Noz = Ko = K/,BvF*Noz = NB
(Fi Ty, Fi Ny, €eF.B,) en (T, Ng, Bg) zijn beide positieve orthonormale basissen = F,B, =
GBﬁ.

T3 =—Bj Ng=—eF,Bl, - F,N, = —€B, - N, = €7,

Bewijs. Geval 7, =73
Fix s¢ € I willekeurig.
Neem F' de unieke oriéntatiebewarende isometrie zodat

F(a(s0)) = B(s0)
F(Ta(s0)) = Ts(s0)
F(Na(s0)) = Na(so)
F(Ba(so)) = Bg(so)
Def. y=F(a) en f: I = R:s f(s) =Tp(s) - T(s) + Na(s) - Ny(s) + Bs(s) - By(s)

Dan is
J'=Th(s) - Ty(s) + Nj(s) - Ny (s) + By(s) - B (s)

+T5(s) . T,Iy(s) + Ng(s) . N,/Y(S) + Bg(s) . B,Iy(s) =0
= f(s) =3 Vs en dus Ts(s) = T5(s) en omdat v(so) = B(so) geldt v(s) = B(s) Vs.



Bewijs. =
T(s) -u=C" zodat kN -u =0 en u = cos(0)T + sin(0)B.
N'-u=0= —kcosh + Tsinb zodat = cotf constant is.
p

Neem 6 = cot () en stel U(s) = costT(s) + sinfB(s).
U'(s) = cosfkN — sinf7N = 0 zodat U(s) - T(s) = cost met U(s) een constante vector.

Bewtijs. Stelling 51: « cilinderschroeflijn.
Stel B(s) = y(s) + scos(0)u.

v x4 = kT x N — cosbku x N = rsin’0B + kcosfsindT

1" x 9] K ¢
frnd frng e C € :> —
"= IWIE  sin?8 7=0




2 samenvatting defenities
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