4 Stelsels £matrices

Stelsels van lineaire vergelijkingen
We bestuderen stelesels Vvan© Lincoaire
ver%elgkm%en . QL4 X4 tOe Xy *...x OnXn=b
met “a.;” de“coé&FFficienten (zjjn gegeven)
en b het rechterlid /de constante feem
vb. - eleltrische stromen

. meetlhunde -

Welke «x.4) voldoen oon Qx +by=c:
| -7 \/\/QILLQ. VOLd.OeW OOk O WaWar Q' % -#b’
' Stelsel: [ax + b,cé: -

, a'x + b g = c'

- u?ieke_ oplossin l

- strivdio : ageen oplossin

- on bJepo%o.L%L - oo veel oplgssmgen (poroometer)

l

?
cé:: C_,.

Algemeen
Lem veh%e,Lch;ncaen mel N onbekenden
A 4 X 4 T Oy XL.‘T"..."‘O..A{\_ X)‘L:b-{

L Q iy Xy FOmz Xe¥ ...t Opan Xn = bm
om=zetten nNno.or Modtrices :

| O‘--(»t e OLan mx N

coe ?ficiénfenmafrix: A:( : W . )6 [R

| O—MJ a-mn

, X 4

variobelen: X - : )

X n

bs\?* homoageen ctelcel als
? het refhterlid volledeg
D uit nullen bestaod

rechterlid : B = [

W Op[ossen Jon stelsels

& stelsel eenvoudiaer molken met;

elementaire rijopefaties (ERO):

Ytiidens omuormen moeten oplosboaorheid en
OPIoSS}r) sverzame\in% oﬂ%ewKJzigd blbven
L’s‘l'ap moef'en ! f'e_rua e_olraaid' hunnen word&ﬂ

| p:.." Ol ><4 t Ol e X o t ---+§inxn=bi

@ R: » AR: (A #£0) (Uermena%vu(digm met scalar)

® Ri & R, (twee rijen vVon ploots “wisselen)

® R: -+ R.+2AR; (optellen met veelvouod andere rj)

> foepossen op u1+c§e_breide, Mmoctrix = (A4 (B)

def. fwee matrices (sfelsels) worden rij-
equivalent %e.noemd. indien ode ene uit de
andere Lkan Yontstaon door elementaire
rijope_ro.{-}e_s uit fe voeren

Ly e hebben dezelfde oplosSinasverzame/inS



N\

Stelsel omzetten noar op CQ.QJGS" “stelsel
L echelonmaﬂix/ri‘%ueducee_ de Mmaotr. X
def.| het [eiclende e(emeﬁi Vol een riy voN een
mafrix (s het eerste element von die
rij ot niet nul is
def. een echelonmaodrix heeft de volge.nolg
eica ensch oppen:
e in elhe v is het [eidende element u;
« olle elementen Llinks von en ender een
letdend element zijn O;
e cuentuele nNulriien sfo.on onderoon.
l» obs de (eidende elementen niet 3\&(5&. zijn oan 4,
stoaot de mafrix in Tropvor
def | ecen echelonmatrix is ri %&reduceerd inadien
de elementen boven elld “leidend element
ook  Qelijk =2ijn oan O
> elhe mMatrx is rij-equivalent met een echelon-
Matrix en een fij %ereduceefde, Mot rix
Oplosba_oxheid?
,* geen oplossingen:nulriy met rechterliol # o
- 4 oplossing: achterwoartse suDsSHf utie
* oo veel oplossingen: sSprong in trop, Meer
onbelenden dan vercaelgum en
Y methode om echelonmatrix rijredu ceerde
Maotr.x Tte verkr.‘\jam door ERO: Gauss ~eliminatie
? by stelsels Met poirometers »gevalsonderscheid
Relie.ne.n metr moctrices
def, R™™“" s de ver z.o.me_l:n% matrices met:
-elementen in R
“Mm rijen en N kolommen
t andere npototie : Hmxn (/P)
> ole Mm=n: vierlkante matrix
eiq: A en B =zin %elijk als voor odlle i en | 3eldf‘ olat
O.ZJ' — ™

-
NOt'O.(‘iQ;
A= (oy)isism ) (A);; = ag .
eisn

(A)L”L > vormen de hOOEdd;Q%OV\Q—CLL
matrix met 4 rey : r:’jmo.‘frix
Mmotrix met+ 4 holom: holommaotrix
def. Door een (mxn)-matrix A te spiegelen rond ole hoofdl-
d-‘o.aor\o.a.(. , ontstoaot er een (nxmMmY- maotrix, oe
ge’rrcxnsponeerde mo.frix (AT) von A.
(HT)Q' ~ (Hd'é)
E: er\sch aA.ppen:
SR RN et AT- A : symmetrische maotrix
~RA e R"™™” met AT =-A : scheefsymmetrische maotrix
~A €eR™NM" met V4 o izj=>a5:z0 is een oliagonool-
ma.trix (enhel elementen op hooedd:&%onaquf o )




{-SOM"MOCI'P?X: A,B emmxn)R{-BerRmxn
voor a.lle ¢ en 3 gelolt: (A+B)y = (A)i + (B
veelvoud : Ae N, A e R, A A4 € R™*"
voor alle ¢ enj gelodt: (AA); = A-(A)y

Eigenschoppen

.( +R) + c = + (B+C) : A(/U.A\z (7\-/‘4—)&
e A+ O =ARA= o+ A ¢« 1A =A

e A+(-A) = o

- A+B =R+ A - (AT = A

- A(A+R)= AA+AB - (A+B)T=AT +B®T
* (A+ )A= XA+ MA - (AA)T = A-RT

| W X XN
P"OOIUC'['-MOJ'Y‘-X Aemmx"-,Be"R n/ F"B'é— rRm
| O.-q X-\ 4+ ... % Q,n X n :IO

| (. O o Qn)‘()&‘):b

| (A‘B)ijz ,‘:i-—d.e, riJ' VO.J\A . J-de_ lt_olom Vv on 50
(A-B)é_,' =5 Q.s bs;

ecenhecolsmQ+rix : In, een (nxn) —d;a.aonaa/.-
modtrix met op elhe a ;¢ een 4

B> 2. T, = coloire modrix

nulmatrix: On ,eceen (Nxh)-mMoatrix ynet Qﬁ:O Ve,
Eioenschappen
‘—53(6+C3: HP-Féi- R-C . Ih‘ B-‘rB
'(A'l’B)'C:- A'C"(B'C ’ A‘In:ﬂ
c (A-R)T =BT -AT - (AT )A=-A-(ATA)
eA(H'B):(?\R)'B:FP(AB)YH‘B;‘B*H
A BeAcsbBac fA.Beo % Azo of Ao
het spoor, van een matrix A e R :

- Tr (A) = ?:.(AJ&&. Tr(A-B) = Tr(R-A)
Wat met " delen Qoo A 7
Jnverteerbooarheicl en inverse modtrices
la» olleen voor viecl aonte matrices

def:| Stel A, Be R™" we nocemen B een [linhs inyerse
von A als R-A= I, . We noemen R een
' rechtfs inverse ols A-B= T..
Als BRB-Az= Ta en A -C=TI~ ,don is R=c
P bewn: B=R.- T =R-(A-¢Y= (RAYC =TI.-C=C
Als A BR=In, don is BT -AT =In

defl A e R"*" noemen we ivmverleerboor als er een De IR
 bestoof die zowel de Llinhs als de rechts

inyerse van A is. B wordt de inuerse matrix von

A aenoemot en noteren woe ads A-1.
b As reqgulier indien A" bestoal, anders 5in3u[ier~
'Als AB € R"*" inverteerbaar, olan is AR ook
| inverteerboor en (A-BY™" =B -4
b bew. (B"' '(H -A) ’(H]'B): In = (F} -(B)‘(B"") 'F"") L £R inu
e In < —> ILqn <

N Xv)



def

Elementaiire rijopperaties/matrices
Een elementaire matrix €n € R™ (wordt verkregen
door op In :3“‘5+ 4 ERO wu:it le Joerem
> En-A is hetzelfde als ERO op A
b ellhe En is inverteerboos en het invers s evencens
elementacr (en VvVan hef?_eiede. +‘5pe)
> ollle inverteerbore matrices lkunnen %esc_hreuen.
worden als proo\uc\' \V QN Qtemen\'QLrQ_ maotrices
Z;5 Ae R, dan zijn de volgende beweringen
equivalent :
4. de motrix A heeft een links inverse R;
2. het stelsel A-X=0 heebft enkel de oplossing X=o,
3. Ais rij-equivolent met In ;
4. A is een product von Ea;
E. A is inverteerboor met R 1-B,
6. A heeft een rechts inverse RB.
> pewijzen door dA=d>2 =>3 =>4 =55 > b en 4
4=>2 . stel AX=0 , don is
R-CAX)=B-O =0
B(/—)K) p— (BH\XZ In X =X =0
=3 : A-X=0 enhel %Q,bond.é.n vorcolelen
A is rij-equivalent met T,
3=>Y4: A A« . Erov A =T
een ERO s kefaﬁled—fﬁ OJ,.S Lc.ﬂ'A.'S Ve,rme.ni'%\lu ldeQ]\.
met een elementaire maoitrix
AE?&E*°R4—P .- -E'ET: S . EL'E—Q'R-‘IM
A is de rechter inuerse VvVan Eu- .. E+
£, - E,. 15 inverteerboar met inuers £ .- El:'

dus A is inverteerboaar en A-£. .. €L
U=>D6 L 6:=>56 eyident
A=>5: Als %-n . I‘m} don zijn A enB inverfeerboo.r
- B=Tnh

Be.re,l«_e_ne.n van inverse (A lIn) —» { RO uitvoeren
om tot rijgereduceerde vorm von A te homen.
@ er ontsto.at een nulri in A » niet ‘nverteerbooer
® er ontstoat een I ut A

(A lIr\.\ - (.Eu,'---' €A \E-k. E‘t'Ir\.) - (Ih l H-4)
Extro.: LU- decompositie
Ae R™*" is een bovendriehoeksmotrix als voor

alle oij met (>), oy =o0 (V)

A is een benedendrichvehsmotrix els voor
olle oy met (<¢j . ai;=0 L)

A=L-U A X=DB

==
—

X
L- Y = R } ' opae(os‘l‘e." s’relse(,,s
U-X y



9 Determinanten

Determinonten )
vb: A;{a b\ sfel.o.¢o:(& b |o _.[J 3./0)
c o /o

, - C ol b c o|o
-'(Jc]:_ i-%}%) _’(o :d;_‘“\o
‘het stelsel

heett een unieke OP[OSSi n3 OL(S
en slechts als ao.d - bc Z0
def,,f;rszL+lR:(ab)Had—bc

, C
dﬁe nXW R-'
£ R —» MR- A: [Re )"'f(A) een a_{fbe,e.Ldmg
| K n
mert ecgen Sc_ha.ppen:
D-4 (T - 4
D-2 £(A) verondert von feken aks in A 2 rijen

a
von ploats worden verwisseld
D-3 P is Llineoir in de eerste ri

| 4 >L,/¢A.€ R .

AR +_ R4 R4 R.'
£ Re )): - P Re ] + o £ Re
Ra Rn Rn

is een defer minant - a?beeldzg@
L voldoet eveneens a.on volge_n eiaensc\nappen.
,D-—-LI f is Lineocar in ra;'s ( VvVoor €lhe ([ € {4....,r\3
“» Com binoj‘:e D-2 en. D~
D-5 als A een nulri; heeft of ads 2 rijen
f %e\i'k ziyn (ERO) , don is £(A)=O
. 8-2 (& rijen wisselen )
stl. Als P-RM™1reR - A+ F£(A) €N ol.e{'erm:nan+afbee(.dln9,dgn;
4.een ERO von tyupe 3 ( Re = Ri+ ARy , ¢#)
 verondert PAY niet
9. als E een elementoire maotrix, don
4 ols E correspondeerd met R:-» R+ AR; y
PCE)= {-4 als E correspondeerd met RierR «(i#j]
: A als E correspondeerd met Ri=+2aR;
3. als E een elementoire motrix, don
1 Plre-A)-Fce) -FLA)
stlt.!l 4. als A een driehoelsmotrix , don
AN = T (A
, > drichoehsmatrix —» diQSOnQQL mateix - (Alic aelijh
9. A is inverteerboos als €n slechts als £(A) ;{:8
3. VA, R € R™" . Pca-RY= £(A) - F(R)
Y. PLAT) = P (A)
| noor driechoeksmotrix = (A): b)Uvex\ %elgk
| zie p. 58-60 -+ bewiijzen
3eu..J.L. ols de ol.e.’rermino.nfo.{-)\oee.(deng be s fo_ok 4 determineert
- oleze of de matrix ol dan niet inverteerbowour is (¢o)
2. als A ihverfeerbaar s , d e P(H"‘):?ﬁ)
| %5 . o.o.nge.z.ie.h F(AT)=Lr) geldm D-(2 -5) ook Voor Uk olommen



Permutaties
def Een permufatie van een verzomeling V is een bijectie
von V naoor zichzelf
| CLLS V/ = {4,2, ...,n,} , odon s v":{/?,&,...,n,) —-v{A,Z_,...,n.S
d.e Ioc'\sec_i‘ie, 0':.-(-4 A n )
Tc4) T¢e) J )
Sn is de verzameling van permu taties van 54....,n.}
Het acantal permutaties von Sa is Nl
def| Een Transpositie is een permufoatfie woorsbi, 2
elementen worden verwisseld en alle onderen opP
2ichzelf woorden afgebeeld. 2 24 q)
st. Elke permutatie in Sa"is een somenstelling van
trousposities
def Zij ¢ € Sn en i enj verschillende elemenTen wit

{d4.2,...,n}, don is het loppel (i,j) een inversie
Von & als i<y en i) > ac))
vbh: v = ([ U . 3 (4. 2) s een jnversiec VYo T

g A 3 ¢4,3) en (2.3) 2in dit hiet
def. | Zi; o € Sn een soume,nsi'e\ling von m [tronsposifies,
don s sSgn CF)= (-4)"" nVverses

(r § (s even ols SgNn. (I) = +4
U (s oneven ols sQn (T)=-—-4
L )™ %eef-”- een. Vaste woarde
m he€ft geen vaste wo.oarde
st.| Ziy T (permutatie) en T (transpositie) € Sa ,
Lo 331_0\.{: 59r\(too‘):-53nL¢)
Er is juist eén de.i'e_rm;nmﬂ-afbeeldm% (V.2 4)
‘ e {_:_0.. 'Rnxﬂ i "R

"Neem Cu = ("‘:O;---,O); o = (O,J,..., O),...,er\_: C0,0,...,n)
don kunnen (e de c(-de rij van een (nxnl-moikrix
SCI'W'U ven. ols. n

Cai*laiZI'“lo*Ln): [,_2:4 O(.gu_- G.k

lnolien. de oLeJ'ermmo.n'('a.@bee.lden% bestool kunnen
we deze sgchrijven als:

p Jga Q. € n ( )
~Cce-2e l ’ =, e ee
L a_ -
kZ; ni Sn 2 e en
> e
= J""le,---/ L.':-i a4\) aue T a-nk' 5 ‘E( ee:c )
L

» aols e;,..,C¢, .., oldlemoal verschillen,

olan is e,
Pc(ge )/ = sgnlv)- P(r,.) = sqnr(q)

‘ E4

oo ers Qezeg ol: [ & € (s )

' Ce = | € (s¢)
e e .(d‘n)



olef

clef

Als okt mBe)Ju(d_ wordt , heij qen. we:
P(A) :a—sé:_gn saﬂ (T) o Oy §Cq4)* Oc2TC2) " ... O TCN) :d@t (./q)

De unieke olei'ermir\o.n'l'oﬁbeetdin% worolt
deef’.nieer‘OL door:

d.el:‘. arXh —> "E . A +—> d.ﬁ’ﬁ(ﬂ) (2:e bovensteande Lormale)
> determinant von A -detA odek CR), IAI
Vcor be,e,LoL m@t n = o3 -> 3!=6 PQV‘YY)U‘!‘OL‘HQS

TJ=(~4 2 3) e = | A <& 3 v,=/A4 2 3
A Z 3 A A 23 2 2 A
Sy = 4 2-3) T = A e 3 fé:(.z( 2 3

4 3 & 2 3 A 3 4 5

deb A = +0u, Gge Bayy=— Oyy Qgy Qa3 - Sy Qo g
= Qat Q3 O3t Ry QRe3RX34 + O 450,,0 39

» reqel von Sorrus —» d.io.%ono.[en

On‘l'wib.kelen No.Oxr eén rb’ oﬁ kolom

® lies een “makk&(u he“ri; of holom (veel O’em}
x 4 b\\\ voorbé@.‘.d A& r"\_','- " A}

det (A)= EOye Cqj = & @uj- (1) - olet (M.;)

Hierin S ‘C":ZS de COEO_C,{-O(‘ met :

Cij= (=N < olet (Mij) met M, de minor

Ly, Ae R™"™. Vijefa,..,N) is

e ole ij-ole cofactor C:; von A het %ehee_(_ V O
fermen in de Odeterminantformule” weoLor a;,
N op\’reeoU:', N OC o&z.ono\e,ren QUL OL&,'S,'

e de .y —de minor von A de ((n-a)x(n-"l-mokr:x
Mis \le_rlure%en door u:it A de ¢-de ciy en j-ole
kolom fte schrappm

Determinant van Yandermonoe

'4 X¢| X4& e w . X.:\-q 'TT_

aet .: t '. 2 P :n a = :ic‘:': (KC = XJ)
- ‘Js.
J xf\_ Xn. . =1 Xn i?J

Detferminont van Wronslh
Als PL.,... L. reéle, voldoende ofleidbore Functies.:
£.ex) .. Poex)
W(fi,..., Pr)exr=dek | DEicx) - . DEax) \» Wronshioon
—————— | folet veon
PP tx)- - D" Lucx) Wronsh:
De adﬂunci‘ Mmoot rix
voor AZ R"*" vormen we de mod'rix
Q-d—J (R) = (C ‘) ):-gg_’ <n,a<i¢n de %wtrcu\spcne.exd.e. Vo
de cofoctocenmatrix = de gdjunctmatrix of
f'oe%e_voe%de, matrix von A
(od (A))i; = Cyc » (=) . dleb (i)
=> der (AR) = % Qiy - (adyCARYV) j¢ = el (A)
CA-ad (A))¢c = et (A)
(A-adjlA));; =0 ols ¢ # o

A”Q.d.,_\Cﬁ)‘—: oLe/f:H°I,L HlS/q‘éanxn




gev. ols A e R™" inyerteerboar (det(A)Zo) dor s
A7 = Feem - 2K A
De Pormule VO Cra.mer

een 5+€(..Se(., H'X:B me t 14 3 (Rnxr‘ nNoemen woe

ecen Stelsel von Cromer
A X=B =5 X=A"R

X =™ - ool j(A) - B
dekt (R)
ols X =(x, Xe ...xXp)" , oloun %Qj.o(.t:
n
A 2 A
Xdz————-—‘(c ¢ Cei - CZ)(R )= Zbk'cki
dek (R) ’ ) A b,/ det(R) k=v
d’ej: Q-;:'d ol a—«((?-q) b:-c a_((_(:.‘...,) B Os-—'(VL )
Q—n4 an(z_~4) br\, O..q_(c-u) On n
Xe = olet CA)

l» Formule yon Cromenr



3 Vectorruimten

Het begrip vecTorcuimte

def Een commutotieve qroep is een verzomeling V
mek een bewerk&ng (som) +: VxV =V 26 dok
vold.o.on is oo de a%enschappex\.'
e ASSociotiviteit (Va+ Ve)HVa = Vg + (v, +Va)
e Neutrookl element (0) e V . O+V=V=V+0O Yvev
K. "'6 en%QS'}'Q[O\ element V +V' = v!'+V =0 Yvel:IveV
e coMmmMUtTativitect Vu+ Vo=V + V,
- schriif (V. +) is een commutatieve groep

def |Een reéle vectorruimte (R,V.+) bestoot uit een

commutatieve Qroep (V,+) met een uitwendige
bewerking: scoloilre vevme,m%\NId.x%m%
| x\/*\/:(l,\l\ > AV
met volaoende ei,%mschappe,n.:
e distributWiviteit -49 Acv+u) = Aue A w
eolistribuliviteit -2 (A, + 2, VVv= A.vx dAov
s gemen de associativitect A4 - (A V)= (AL A2) v
s coefficlent 4 4-v=v
A > Coé,?'?iciénfe_n [scol aren
vV = Ve_c.+oren
- 0 (neutrowak element optelling) * nulvector
triviokle vectorruimte » {o}

lem In een vectorruimte (R, Vv, +) gelolt V vw.xeV:
| VEX = (WX =S5 V=W

lem| In (R ,v, +) 9erU: V vel/, ¥ elR:
(®* O.yz=s D = A.-0O
| @ (‘4—\'\/:—-\/: /_L(-V)
= (=2A)-v = -CAv)= A (-V)
Deelruimten en Llineocire combinaties

def.l Als (R ,V,+) een vectorruimte en U cV 2zodat (R ,U,+)
met dezelfde opf-e.LLing en. scalaire vermen:Q -
vuldliain ols V,6 ook een vectorruwmte s, oo g
(R, U, %) B U een (lineoire) deelruimte van (R,V,+)

lDeeLruimfecri'ferium
U is een deelruimte van V (CR,Vv.+)) O..S5.0Q..

e U 2
e ¥x.ye U :xt+yelU
o VYV xe U:VrelR : rx € U
Lineowre combinatie
> cen e{,nobi.%e, sorm vVouL hek tupe ruVit ..+rfnun
- mekt riefRY%en veeVV ., & rove
Triviole eelruimfen —+» {0} en V
U bevot oaukomotisch olle Lineosire
combinokties von hoox vectoren
ec..s;q[._s Va,.-- ,Vn €V, o is W= {Y-—l Vs +--- ¥V 171 e ’R}
een Oeelrumte von V
l» W wordlt veoortaebrocht door vi4,...Un
B> odlimensie van W s hoogsfens N

—» Zzie notities les Voor bewis



def.

prop-

prOp.

De olocorsnede von een oontel deelruimfen van
een vectorruimte (R,V.+) IS opnieuw een oleel-
ruimte voun. V
Ziy (R.V.+) een vectorruimte en D een niet —Lege.
d.e@LverzameL:n% von V.
De ocleelruimte opgesponnen oloor D is

{2 AL*K{"\-QNO, X4o---z)‘n.€.D en_ A'i R, ;ln_e_rR}

We noteren vct (D). spon (D) of <D>.
Als D =& ,don is vct(p)={o}
Ly kleinste oleelruimte van V die D omvart
VCt (D) :ng deelruimte vown U':'
V die D __omvaot
Som en durecte som van deelraimten
» de unie von deelruimten is npiet per se
cen deelruimte
(R V,+) een vectorruimte met deelrumten UeaW.
Do (s fu+rwluel, Wwe Wl een deelruimte yon V
» Somruimte van Uen W.noteer U+W.
-»> F}Lca emeen.: Wy ,..,Uc oteelruimten van V
Jé.,UJ' 2 U4+ Ug+ ...+ Uy = {Jé_, u;lucelU Ve =4...., k} = som(ruimte)
We noemen. U + W een. directe som als elle
vector in U+W op precies één mownier
iesc, hreven. kan worden als U+w mex uell weW
Notoktie @itq4 Uj= Us @ Ue® ... ® Ui
U,WclV oleelruumten., don s U+ W eéen
directe som oa..5. 0. UNW = {0}
Bewijs:[=2)] Neem u e UN\w
TRh: u=0
Do, s U +O = (A= O + U
e c W € U € \/
Omdo.]c OLQ, Som O(J.red- (S geﬂ.ott U= NO=u.
(beld e sch rupwuze/\ Mol ten ge(gk Z.ijN.)
S"'QL U4 -y = UZ ‘\'Wt
Al e \W cll ew
TR: Uy =Uy en. Wy = We

Dan is MUa — U = Wo - L4y

Dus Uu=—U,. =0 en. W, —(a = O
> Ug = U En LJu = o e

Ggﬁev% (R ,V.¥), U, U, oleclruimten vaon V.
D Qelolt W= U, @Ue O..s. 0.
e« W= (4 + Ue

U4 ) Ue = {O}
Le han. ool veraLgemeenoL woro.en. No e
UA,--o,uk




ef

PFOP.

zie be o
5. A0S
def’
clef’
Lemma.

Lineoure ono.eho.nl«_e,[gk heid, bosis £dimensie
Lineaire onyafhankelijihetdl
G—e%@uem. (R,V.+) met D een d.e,eLve.rzameL.'ng von V.
D is (ineour Q,QHOJLVQ..((JK aols eern. vectYocecTin D
%e.schreue.n. korn. worden als [ineaire combinatie
van de anderer.
Dis vrij ols D niet Lineocur afhonkelijlk is.
D is vriy a.S.0. de enige Lincoire combinokie
die de nulvector eeft d&€ combinoktie s Woorin
okle coéfficiénten®D zin.
g‘_‘q)c.wc_:o (= A =© \ S nx k
—> SChrUE V¢ GJ.'S ,A,Olom\leC{-Ore/\- A :(\/4:. \/ e .. ' V(,_)S[R
> los A-[i)=0 op
Posis, olimensie en coorodlinaten
D een deelverzameling van (R,V,+)is voo rthren 3end
als vctdD)=vV.
—+» aols D eindua is, is V eind. vOorf%ebrachT
> eflhe, v eV kon geschreven wadorden alls
V=S Aok mek ok € D
3 een oLeeLverza.mel;nca vonu (/R.V,+) is een
bao.sis von V ols 3 Voor-l-\ore.ncaend. en Vrij is.
> elke veV kaon op uniehe Wijze qgeschreven
worolen
Lemnmao. von. Steinitz
Ziy (R,V.t) een vectorruimte. Don qelolt:
4] voortbr en.%end. deel met m elementen —» deel
met meer don m elementen LlLineour afhonke (il
gyriy deel met n elementen —» dleel met
minder doan n elementen niet voortbrengend

Bewi‘,s A Neem {X.;, ¢oo s /Xm\ voor+brenqeno(.
Neem Y\.>m en {944‘”1%&‘5 C\/
TB: {tj4 s Yy Zijn niet vrij
VT B: L-;ra bestoon AL,..., 2n, niet alle O met
g, N\ Vi =0

OmOLQ)t {X.4, E s aea me \IOOP"'bY‘Q.(\%QI\.dZ
(6.4_:Q44-)<4+...+Qm.4‘><m — -
-: : : t I Yi= 331 L%
(ﬂY\-: Q..4n_'X41'...+Q.mrL'XM n
We zoehen Ai niet_ollemoold O zodak = A 9i=0O
Mmoo E Aty s ARG -% = B (EOGL AL) X
Het is dlus veldoende om Ai niet aolle o te
vindlen. met Z il Ac=0 yoor alle |
> homogeen stelsel met N onbekenden A¢ en
m vergelihkingen
Omdokt nS>m, hee€®t dit stelsel een niet -nul-
OPLossma
¥ yi#rxye . “NTR = voldoende te bewjijzen
2{vio. contrapositie :minodler don Nn elementen wel
\/oor’rbrenaend.-r uit 21 N nief vrj

a




st.

A

| elementen , d.on

1 Als er in (IR,V.+) een voortbrenacend. oleel is

voor V met m elementen en een vriy dee(
met n. elementen, dore is n gm.

. Als (MR, V.+) een bo.sis heeft met n vectoren,

dean hee?t ellke ondere bosis von V ook
n vectoren.

"Als V een emdaode basis heeft met n
‘s N de dimensie von V
Adbump V = N
»>qeen e.moucae, bexgis. Vs onelndigdimens;ono.al
d.,un’\. fO] =0 —»>trivic)e \IQC’Forruim te
(R ,V,+) met dimensie n. Don geldt:
4] elhe urije verzoume.lmﬁ van V hoon u;’rcae.breid,
- worden ftot een basies von V.
2l ellhe e‘md.;% voor+bren%end.e verzomeling
vore V' hkans %eremCeerd worden *Fotr €en
 bosais vou V¢
218 Ccursus voor bewiys

1 (RV,+) met odimensie N en VYa....,.Vn V. Don 3el.d,t-.

{vae,. ..,y een bosis van V& {Va,...,ual cen Vi deel
van V &> {Ua,..., Va]) een \loor’rbre.namoL deel van V.

L (RN, +) met RcV, don zin vo(.%mote_ equivalent

4 R is een bos:s van V

2/ is moaximook vrij (elke DecV olie B omvak nief vrij)
3R is minimaal voor+bren3moc (elhe DR niet
Voor+bren%enoL Voor V)

4 »2 elke vector in V is een lineawe combinakie
vaon vectforen in B

(R,V,+) eindligdimensicnoaal en U odeelruimte

van. V. D an %39)(.01/{:
b&» P..AAS |

A
2 dirm  U=dim V & U=V

A neemn  \re vectoren in U Yot ze vcor+bren%md Zijn.

U is eindig dimensionoal en obum U <sdim V

yrij in U is ook uriy in V
Cosralinootatbeelding
Stel B={va,...,vua) een “basis von V »elke veV
is £P unieke wijze een Llineodire combinokie
v=%2A2:V¢ met A4....,An €R. We noemen (A4,..,An)

"de coordinoot van v t.o.v.RR. Noteer coau).

con V= R" " vi» cop(V)

Ly coérdanqaho.fbeeLdinca bepaqtd door 3

Cop(A -N) = A - Cog (V)

> c o6 rdinoatol loeel.ol.m% s bijectief




No%mao,i.s som en directe som
Dimensie sfeLL;n%
Als V einoligdimensiono.ok en U en W deelruimten:

Adim (U+ W)+ dum (UNW) = dibm U + cdlim. W
Pewiis: Neem een basSis {v.... Wl voa Unw

Do s {VA,...,Vb\,z Vriy N U

Breid. uit tot een boSiS (Vi Vu ,Ua....,Usd van U
anolooq:brecol [vi....vu) uit tof een basis
{VA,...,VK,LJJ-«I yo Wby vo W

Kond.dao.aot basis van U+ W is
{V4,---/Vkou-¢.--~,ua.(AJAo---,Wb3=B

Van =Zzodro. dokt bewezen is:
dim (0NW) =W , obm (V) = k+o., olim. (W)=lk+b,
obm (U+\W)= lk+o +b
Don is ol (U+W )+ Al (UNW )= +o+b +lk
Am (U) + dm (W)= hto. « b+ b~
™®: B s Vrijy en 3 is \loor'i’br‘enca@n.ol..
‘3 is \loor-Hore.h%e,n.oL
TB: elke ve U+W (s een Line.o.ixe, combmoutie
van vectoren in I3
schrijf v=u+w met uel en weW
5(‘}”‘5? U= KaVa+ ...+ Vit Jalag +...+ ra.uo,
schr‘gf—’ W=0 ' Vat... + X'Vt 2404 +...1 ;Io w e
dus Uto= (4 + ' IVu +. . o aw+2%) Vi
t ¥4 U4 +... XQUQ"' S Wt ... +?b W p
B is vrij
stfel ocuVe +. .4t Veet Jullut... € Yo Ua s 50 Wyt ... +3p W =0
TB: alle ¢, &i, 2¢ Zijn O

() We hebben: gtavat .+ cuVut ¥atat.. *datiarg Fwe. Fpw
— b

< U s W
Dus - 34 Waea-..- 226Wo € UNw
5Chri3$ "34 Lt —. .. = 2L Wb = 34 V4+..-+ék\/u.

Dus S.Vu + ...+ SuVu+ 2, ot ... + 2oWp=0

Dus oldle &: en 3: =2iyn O

Wegens k) OaVit . .toluVe+ ¥alst .. +8a Uo =0
Dus olle xi¢ , ¥ =2iyyn O - o
st Als V=U4 ® .. ® U ,don is Uics B cen basis
van V en gelot dat olim V= & olim Ut

deflln (R,v,+) is” W een complementaire deelruimte
von (/ ols V:: U ® W

St.| Als (IR,V. +) eindigdimensmnad is, dlan. hee £t
ellke deelruimte von V een complementaire
cleel ruimte .




Vectorruimfen ogeossocieerd ocon een moteix
def INeermn A € RT™™ , o is-
cRCAY= Vet {ru,...rm3} de rijruimrte von A, rc e IR
s C(A) = VC‘: {CJ\, i Cn,} d-e. koLcmruim*e V QL A. C,; E.me,'
e N(A) = {X cR"|A-X =0} ode nulruimte van A. - kern
5 dimensies: rijrong, kolomrong en null.teit
< N S N SN
 OLs X:’_(X.‘,...,Xm\T . AeX = XuaCu Xa Co *+ ... +XnCn
P AX is een Lineaire combinatie van ole lkolommen
. NVan A. A-X=B is oplesboor o-.-s.ax. B e C(LA)
St. Neem U de rijgereduceerde vorm von A e R™ "
zie notities |+ N(A)Y = N(U)
yeor bewb’S - R (A) = R(U)
e
lmg NCR) + demr R(R) = n

ocoontal Vride aontrol. niet- S oc.ontal b.o[omme,n \y ON A
Voriabelen  nulrijen in U

) CiOJL:

Balsis van nulruimte, rijruimte en kolomruimte
Nulruim te
‘OP\.OS.S!"\%SVQY‘ZOJY\Q“V\% (.P.u. \/Fi‘je.. vVorie_be len
> om ole beurt 4 en de rest O
=>basis , duim g NCR) = # yrije yoriabelen in U
RQruim‘l’&:
- basis = piet —nulrijen in U
- olum p R(R)= # niet -nulrijen in U
Kolomruimte:
- bosis = kolommen met gebonden (niet -vrije) vaur.
- Olim.g CA) = # kodlommen met %e.bond.w voriobelen
Voor+bren%e,n.o(. deel Yot bosis
L N«'Uelx.eurc%e bosis —» vectoren in rijen
~ —» basis rijruimmte bepalen
e+ (itdunnen —» vectoren in kolommen
 —» ba.sis kolomruimte bepalen
¥ overeenk oms_.f'.ge. vectoren . bolsis
of
—» vectoren bij vrije variolbelen schroppen



il

Lineaére aEbeeLoU.n 3 en

Defcnctee
oef Stel (R,V,+)en (R ,W,+) veckorruimten. L:V-»W is een
Lcneadire afbeeldm% als:
e (va+Ve) = Leva) + Lcvg) Ve, v, €V
e L(AvV)= A-Lev) Vvel, YA e®R
Als L:V -V Linecuir: Linearre tronsFformaktie
> Als L: Vo R:[Lineoccre vorm
Lo e | (A4 Vet Qg Vo)l = A 4LV + Ao L€y,
gev. Zij L: V» W een lineocire afbeeloking:
@®lcoy=o0 en L(-v)= -Levy Vve V,
@®L (25 A, Ve) = Zieq Ac-Levy) VveeV, 2. € R
® een L.A. Légt VOU.eoLi.g vast oloor ole beelolen von de bas:is.
(» oL ke yector L.c. Vvan VvVect /n bosis —» €3
vb: cog 'V eMR": v i%» coptv)=(ay, ..., Ca) (V= OuVat ... +CaVR)
Cop(V+w)= CoalV) + Conlw) Cop(AV)= A Cog(y)
Lineoire afbeelockingen en matrices
Hai:raxvoorsteél,c'ng von een LldneoLre aebeeLdXAa
%egeven: (R,V,+) en (R,wW;+) einoligolim ensiconocad,
B4, = {Vq,...,vn,} — By = {&J,' ,...,wm} .
L:VoW: x » Lexy, cogy (Lix)) = byl CO pyv (X)
fe zoelen: Lé“‘&"

¥ —» (Ls‘: ':J - (CO-BW (L(VJ.)\)(.
. [.r?:/ hee?t ols J -ole tLOLOM Conpw ([-(VJ))

w—Bv(V)iX ........................................................................................................ - wa(L(v))zﬂx
[P\u >fkm
t Ln A
Opy Copw
¥ R T e T » (V)
V - . W

Stel A = /_ng. Neem x € V, SChrljﬁ X= At Vg ¥+ ...+ AnVn .
Do S L(X): A..c L(V—f)‘f" oo ¥ ;\-n L(Vn_)
PDus wew(LCX))S A-—!'CO'B\A/(L(V-»:))*'...-F Kn-wBW(chn))

Dus (copu(Lex))i= =, (cop,, (LeviD) ¢ = Ag

o

BW
¥ = iy = A ods Lpy=A = Cay;)

JTa

a . (32).

Dus C—U’raw(Lf’C)\ = A - 21) meE j:) = Copv (X)

£

,V/_ 'S uniek Z



De vectorruimte voun Llineaire afbeelolingen

ZiJ' (IE,V,-I-) en ('R,\»/,f-) vectorruimten:

@ Zj; Ken L [(ineaire oPbeelolingen van V naar W, olon:

cK+L:V+W: vie (KLY = Kev) + Lev) ook een lineoire ofb. ;

cAK:Vo2W: vi» (A K= A-Kw) VAefR ool Lineour.

® De verzomelin von olle [lcneolre aﬁbeecounae,n von
V nacowr W wordz met deze. ec%enSc.happen een reele

vectorruimte.

Ly yvec torruimte woordke
bew, (K +L)gy = Kgy + LBV
bewdijs: Neem ve U willekeurig.

CO'nw((K-l-L)CV)\ — C.o-Bw(K(v) 'I-L(v))
oy, (Kcw) + copy, (Lev))

Koy cog, (V)+Ln Copyv)
K,:VW-I-LE:J - <oyl V) Joor
Dus (K+L)pv = o + Ly O
1 Zi5 (R,V,+) en (R,W,+) elnolig dimensionoie vector-
ruimten met oirm (V)=n en oem (W)=m. Nao. het kiezen
Vo Bv €n Bw sto.at HOM,‘R (V,W) in b:;,’ect(ef-’ ver ban ol

met me"'\ Vi :

Homp (V,W) = R™>*™ . [ r» LBBVW

Saomenstellen voun Lineaire a.ebeel.d.c‘.n%en

De so\mensteLLéng von twee Lineoure a("beetob’.ngen 1S

3enoteer‘d met Homg (V, W)

olle veV

=
S
<
@
=
L=

st.
opnieuw een Lineaire ofbeeloling.
Bewt\'\S: Zi L:V>W en K:W—=>U [Lineockir
Neem v, ,V, €V willekeurig , olon:
(Kol)(vas+vy) = K(Lcvs +ver)
= K(L(va) + Leve)
= K(Lcv))+K(Lcve)
;-(j(oL)(\m\ +(Keol)(ve)
onolooq voor (Kel)(Av)= A (Kol)cvy , A &R
Bu BU Bw
prop . (Kol)py = K puw Ly
Bewijs: Copy ((Kollev) = cop, (K(Lcv)))
= K;g} €O pw (L)
= l<,'§.“,’ ' Lgy - Copy(U) o
|somorfismen van vectorruimten
def. ZU (R,V,+) en (R,wW,+) vectorrumten , don is L: V> W een
isomorfisme als L biectief en Llineoir is.
- Notaotce: VW , V en W ziin isomorf P stuuct Buof op Bw
st.|Zi; L:V»w een isomorfisme , don s hoor inverse LWV
ook een Lcineauwre a.f-’loeeLd.c:n%.
Bewijs: Neem wu,we € W willekeuriq.
TR: L 7 (2w, #2; We) = Ao - L "Ttwd+ Ag - L7 oy S—
VTB: L (L7 o, to, + 2 ,_c.u,_ﬂ =LA, LT"Cwd) + Ao L'*(w,_\\ injectief
LL: A ycou+ A, Loy
RL:A - LlL " (wd)) + Aq - L(L 7o) = A, W, + X, o, n
S¢. V. t) en (R, W,+) e(.nol.«’.cadimensi.onai.e, vectorruimten , olon:

Zij (R
@D VW &> olim (V) = cinm (W)
@ V= RM*<E> dém (V) =n




prop. ch L:Ve»W Llineair en A= L,?J“’ = mem, obrm (V) —dem (W)=n:
@Lis een isomorfcsme o.5.o.. A inver teerboor:
® Zij L een isomorfisme: (L")BB: = (ch’ -
— Lg:’ - (L=7) rsB\:,’ == (LOL-")y?::, = (lo(w)gt}/ = T
2i€ opm H.24 p.Ab66 - 462
Invloeod. voun het verownoleren Van baoscs
Inviceol op coorodlinocalt van een vector

(V :X ........................................................................................................ > (V):ldp ’
e njg T . Al 1dE heePt aus
R »R" = X kolommen ole
I t cosérolinoten voa
R t.ov. R
Cog Cog 'OLBB 'S ole mokleix
v on bo.s;sverand.erms
| | s van B noor B
V .V
lol
Invloeodl op de matrix von een Lineaire a?bee(_ol.mg
Loy -
px'. . R=tev . emau(Lv)=AXx| B=Q T AP
* E ; .
BV V — - W RBW Loy = lolgy’ Ly ld g
BV I Bw
P= ld.r;'v Q"" [dB'W
ldy | ol
_ LB
Vs“"") X' .......................... B -BV ............................ - B )él;-, Q & AP X’
‘v V - - W R'W
Speciocod %evcx{. . Lineoure tronsfPormaotce
P % A - APX ' oleE(L)= det| er vv)
Bv t s ,
V - SV olet (Lpy )= olek (P) -
o e T | olet (Lgy'): - olet (P)
P:LB’V P: ol :OLQ(:(L;'%:’,)
dv| ldv| =>onalhanbkelijh

\Vio VN bCL$ CS

olef. 'rwee_ Mmaolrices H,Bé.mem Zgyn %eLijkvormL% ols €er eén

inverteerbare Pe R is met B=P .-A.P.
gev. De mokiriX von een Lineocure trasformaktie worok odoor bosis-
verandering omgezet in een %eLijkvormige matrix.



De OLc',mensc',esteLLLn% voor Lineaire a?bee(dm%e/u

cef. Ziy L:(RN+)—=>(R,W,+), oloun :is:

- ole kern von L de odleelruimte vonV: ker(L)= {veVllLcvi=o},

- het beelol von L (Im(L)=Lcw) ole oeelruimte von W:
Im(L)={weWler bestoak een vell met Liv)=w} ;

e de rong vown L is ole odimensce von Im(L).

prop. lyvm (L) /s ole vectorruimte vocrt%ebro.c.ht oloor de beelden von

een basis von V.
b Lcv) = AqL CC4) +...+ An‘LLen\
= Im (LYY= vcE {Lcer|e e Bv}

st.Lij L: VoW Linecuir, don is L injectief o.s.a. ker(L)= {0}

Bewijs: Neem veker(lL),odlon Lcvi=o-=Lco), omdat L :nsectéef:v=o.
5 SteL L(va) = Lcve) , LCva=v) =LvaY-L(Vva) =0 , olurs V4=V =0, Vu=V,. o
o6 Ker(L)z {xeVlLapu-X=0}en copwy(ImtL)) =c(Lpv

st Zij V eénd.i.gdi.rnensiono.al, en. L: Vo W Lineair:

St.

90\[.

OL[/YLfR V = OLLM’P (lker(L)) + OC(./V\.,R(IM(L-)).

Bewijs: Kies een basis {vq, .., v,} voor ker(l).
Brecol wit Fobt boscs [v., sors VNt Vet gy Va} Vo V.
Bewering: Im (L) = vctE (Lccv‘.),'_...:_,;l_c Vi), LCWUpyd) sy LU}
6

. VC.é {L(Vk.‘..‘\ PR L( Vr\.\}
We hebben bewezen: {L(viesd, ... LCVDYY IS

vaortbren%end. voor [m(L)
Beweréngz {L(Vp\,-\-q),..., L(Vn)} 1 S VriJ'.
Von =zodro. daok bewezen is:
odbm V=n , dlum(kerCl))=lk , dlum (Im(L)) = N=L¢
odlm V =N =l +n -k = eliom (kerCL)) + Oliom (Im (L))

TB: .Stel. O e+ L(Vk,f-‘\ +t ...+l L(Vn)_-..o, olon ot; =0 V<
Herk OPI O = L Lt L( Vikga) + . L( Va )

= LCotpey Viea # ot ol V)
Du_ﬁ O‘k.'“‘ V(A_.'..""..."’O('\Vn, & her(L) ’

verater s {v4,...V.} een basis voor ker(L).

Neem o4, ...,0c €lR,z2z0odak
DLL.,...q Vk.'.q + --."'"d.’\,V(\, — OC.‘ V..' “’--.'fd-h_ VK
Dus o€, Vst ... FotuVie = CpsaViss ~oamnVa = 0O,

moor {V, ....Vn] basis van V, dus «;=0 Vi _
» ondere vorm: olm V = .olim (NCLEY)) + clirm (CCLEY))

e e |+ s
.-.-Cgro._ns L'?\\;’ = T'OJ\-% Lr'a‘\‘?"
Ziy L:VwW met Ven W einolig olimensionoal , don be sto.on

Bv en Bw ,zodlak L§VU=(I" o) met r ole rang von L.
o o

Zij L:V*V:vielLcv) Lineoir en (R,V,+) ein cligolimensionaal, dan:
Lis injectief &> L is surjectief &> Lis bijecteef
=2] injectiviteit: ker(L)= {o] => olim UIm(L)) = olim(V)=>Im(L)=V

=> L is surjectief

W\QLOOa 0

Y Lis bijectief = Lis een isomorfisme.




Rong en eigenschappen
Hericnner: NCAB) DN (B)
C(AB) c Cch)
R(AB) ¢ R(B)

gev. roang van AB £ mcn {ro.nca von A, rong von B}

st. ZEJ A e,Rmxn. , dloun Zign Volcae.nd.e eq:::vaLent:
* ¥YbeRMis A-X = b oplosboor |, s ur ectcef
K C(A): rRm,' ')
> rang (A)=m' - oliim (R(A)) = M
-ode rijen van A zijn Lineair onafhankelijk.
stoLaend.e Zijn eveneens Ond.e.rLina equ;vcu(.ent:
*VYb e R™ heeft A-X=b hooastens éen oplossing ,injectiet‘-’;
o NCA) = {0}}
K romca(ﬁ):n.;
* de kolommen von A zijn Llineair onafhonlkelijk.
st. Lij Hé‘fRnx“, olon zijn volgenole equivalent:
*A is inverteerbo.or
- dlet(R) # 0,
T rong CA)=n,;
*de rijen von A zijn Lineour onO.EVio_nLte.Lijh.,'
-ole kolommen van A zijn Lineoir onafhonleelijl.






5 E¢ genw aoxrden, eégen veécCloren
& olcagonaliseerbaar hecd

E«.‘genwcxowd.en en eigenvectoren
def. Zi\,’ﬁ e R"*"™, ve R"\(o} (s een eé%enuec_tor von A ods er een A elR

bestoot meét Av=Av. A neemen we ole eé%enwo.wde i

feccae_nvector V.
De veelterm YPa(X)z=olet (X-I -R) is odle koralkteristieke

' veelterm von A.
st 2y AeR™", L e R is een eigenwoorde von A o.s.a
| A een nulpunt is van Ya(x). (an.s.a.(R-AT ) X =0 heeft opl.xzo)
def| Zij L: V>V Lineoir ,velV met v£o is een eigenvector van L ods
er een A efR bestoakt met Lcvi=Av (2is ole eigenwoarde by v).
Ec.‘g enwoorden & -yectoren vinolen:
9, Yalxl = O(.e/t (SC-IV\,~H) = 0O op[_osse_n Vo or ei,ger\wawden 2.;
@ ecgenvecloren 2 ynNn niet-nulop(.ossc'nge.n Voo (&(In"'ﬂ) vV =0
SEtel L: V>V met PB-= {Vﬁ,...,\ln,} een lbbasis vana V

e Lcvey= Ave &=> Cop (Lcve)) = (o,....,0o, A, o,...,0)
c-ole positce

| ¢ {Vq,...,\/n.} (S een baoscs voana e:’.genve.c.toren o..S.Q Zs o&lasono.a_l.
def AeR"™" is O'-Los%onal.éseerbo.o.r ols A gelihvormiq is met een
d;o.aonaqL malrix.

L:V»V ;s déagonal.éseerba.ox als V een bosis heeft oke

; VOLLeoLLca bestoat uit ec'.genvec.t’oren van L.
St.. A e R"™*"™ “is diogonaliseerbaor a.s.o.. R™ een basis heefE

olie vottedi.% besto.at uit eigenvectoren von A.

zie bewijs p.247 -248
St.G‘e.LéJ'kvormi.ge motrices he bben caetgke korokteristiehe veeltermen,

odleterminanten en sporen.
Bewgs: B=P"A-P (A,BPeR™",P inverteerbo.or)
Pe(x)= et ( XTpn — P™ -A-P)
= olet (P"*(XTa-A)P)
= olet (P ") - olet (XT -A) - clet(P)
= Yalx)
clet (B)= det(P*-A-P) = det(A)
; Tr(B) = Tr(P "-A-P) = Tr(P:-P"*-A) = Tr(A) 4
39»: De koralteristieke veelternm , ole€ermcnant en spoor von een mokrix
van een Lineaire tronsformaktie zijn onafhonkelijk von ole
aeko zen basis. ce.énd.iadimensc'omo.a.t.)
Zij & een bascs vaa V. De codrdino-eltuvectoren (t‘-o-\l.oc) van ole
eésenvectore/\ von. L b:j A, zijn ole elgenvectoren voa L% loij A.
15pectrum en ei..%enrw’mten
deﬁz.;,- (R,V.,+) en L: V=V een Lineaire tronsformatie. Het spectrum
van L is de verzomeling van eigenwoorcen van L,Spec(l) cIR.
olef| De a.Lcaebr‘ai.Sche Mmultiplicctect m(A) voan een A bj; L
is ole multipliciteit van A ols nulpunt von ¢ (A).
clef. Z'J L:V»V tcneour en Ae spectl), don is Ex-= {Vé.V“..CV): Av]
een oleelruimte von V. We noemen E , ole eigenruimte bij A.
Als E. ecnoligolimensionoal , dlon is ol(A)= climp (Ex) ole

meethun OLL%Q, muLtLpLCcéteLt voun A
Z;\) Hé'Rnkn’, olo s E)= {Vé’Rn'R'V:/\°V}= NC(CA -2T.).



St.Stel L:Vw»V Lineouwr (V ec’.ndi.gdi,rnensionaal), Spec(Ll)= {A1.---,/\u},olan:
@A mr)> 4,

® ol(re) >4, VA

G ol(A) £ mry).

BQWLJS ®: Kies een boascis (v.,,...,v;._} voor E,.

Dus k= oim (Er)= ol(A).

Breiol uit tot bosis Bz{Vay ooV, gy oo, iy van W

Wat ¢s Lg?

De ¢ -ole t(Ol.OM me.t iSCSk 1S CO’Q(LCVL)): CO'E(AV,;):(O,...,o,_/l,o,...,o)
(_A-Iu. i_ & c-ole positie

Dus Le=/e8 3 g )= D) cx ;
o met B e R*“*%,De R®*

& ibes o)

k kolommen € holommen

LPL(X)—- olet (x - Lot —Lr?) Yo (X)
: e T
= O(‘e/t-(.x:}.).;_‘:l_'ls _____ =|(x-2)k°oCe,t(xI¢-D)
o i XTp-D minstens Wk heer voorop zetten

Dus moet mca 2> k = ol (A) 4
Déa.caonua.seerbmheéd. van een lineoure transformotie
sttDe eioenvectoren bij verschillenole eigenwoorden zyn

Lineair onafhanlkelijl.
Bewdjs: gegeven: {vq, ..., Wy met Levid=Aive Ve met alle Ai onolerling versch.
Th: oule V¢ zijn Lineair onafhankelijk ({v.,..,v) is vrij)

bewijs via incluctie op k:

l( = :Ok
Stel olokt ode eigenschap %e.l.obt voor k ecgenvectoren.
Neem eigenvectoren {v.......vu.v“..} Mmet Verschillenocle A;.

Stel X4Vy +... + Ky Vit K yeq Vg4 =0
TB: o le Xi=0

XKaV,+ et V=0 , IH: [V..,...,vu} L.O.,olus oalle k. =0

K 4 X
DM vk’4= — “u’q V‘ —t oo — ‘k" Vk

Stet Bcz'%a.[)us Vusa = BaVa +... + Bu Ve . %
Pos L toe: L(Vk-i--l): 34 L(V4\+...+'3u.l-(vu\
Al«.-!--d Vet = Ba Agq Va + ... + B Aw Vi
Uit X A kea Vit1 = BaAwea Vo ¥ o+ B A iea Vi
Dus: By ArtaVatoo.t By Asga Viez Bada Ve ... +Bi 2 Ve

Bu (A o= 22) Vat .. + Bu (Alta= A V= O

0 ,Au+r4 verschillenol van odle A¢ met (e {-4 .....Lc.]

Vol.cae.ns [H: B¢ - (Auea-A)=0 Vie f4,....L)
Dus B¢ =0 V.. \o\lege.ns ¥ ! Vuea 0. & Dok kon niet. o
def|Het spectrum van L:V sV Llineair met olim(V)=n is
enkel.vouou.ca ods #Spec(l)=n. +n eiaenwmaxden met m(a)= 4
gev Een Lineaire transformotie met enlkelvouoliq spectrum is
oL&o_gonoA.c.seerbo.ar.
> n L.O. eigenvectoren + bao.scs van V




[e.mma..

st

Zs L oclio.gon aliseerboor, don is %o volleolg e onthbinden
ols prod.M-C.f: Voun eer‘stesrao.ols fPoctoren. 4. 0():.7?«()(-/\&8'"':
Bewé_‘)s: Zi; {V..,...,Vn,) een bascs von eiaen'yec.toren zod ok
LE:{%aq‘mzy ,odon is P.x) = T (x=-2:).
O - .0An
Ziy (R \NV,+) met oimV)=n. en L: V=V (lineoir woaorvon Ycix
voLLe.oLLca ontbindt over R en Spec (L)= {(A...., 2Ll
[ is oli.o.caonol.-:seerbon.ar a.s.a. VAi e Specll): ol (A) = m ().
Bewiys:EJ L /s oaaaono.icseerbqo.r, cdus V heeft een basis B von
eéaenvectoren von L.
Scheijf B zo odlat ole eigenvectoren van L geordendl
zijn per cvereenkomséige edeenwa.ord.e: ole eerste m,
vecktoren komen overeen met A, enz.
Het volstaot om ole L iogonoolmatrix op te stellen
voan L t.ou. B om Ete zien oot A )=mA)=m; VA;
em(AN=m¢: L s OL{.o.%onou(i..seerbm, ok s Lg (S een
d&acaonaalmabrcx woorbi elhe A juist
M. keer voorkomt.
Ba‘j Ye(x) zad (x=-2A¢) ;\uist m; keer voorkomen.
Dus ma) = m; VAc.
* d(A d=M¢: L is oao.aonal.cseerbc.o.r,ow.s er (s een bosis voor V
best o.onole uit ecgenvectoren von L.
Deze en ieolere oleelverzameling ervon zjn L.O
Voor elhe A; zi;n ole m; eigenvectoren L.o.
Elke oteelverz. bij een A is Voortbrengend
Voor E ;. Deze Vormen olus een basis voor Ex;
Dus olm (Ea:Y= m¢ = ol(A).
Do mlay) = d(ay)
[€] Stel cdat voor elhe A : oA N=m (A))=mMm_.
Merk op dok mi+ .. +mi = omolat Y, cx) uolleo(.i.s on tbinolk.
WQ kiezen bo.scssen {V;.-c, —an o V{,m;} voor E ac
Dan vormEt B een verzomeling von n elementen:
3 = {V.... ROTRDPRPEL © . - WIS ' . R ...,v,,,m‘:k
TB: B is Uryy -
Stel: XuqVau t it XumaVam bt oot Xwa Vg b F X Vg SO %
Merk op
XaaVaa +  +Xgpr o Vuma= U, € E ),

X b4 Vu.«"'---"'kak. Vimw= U € Elu
Invullen in ¥: Ust..+UW=0 , waorbi; elhke w:

bij een verschillende elgenw ooroe hoort (ous L.0.)
U+ ...+ U, =0 O&.S.O.. Uy=...=2U¢ =0

Omolot {Via,....vim:] een basis is van Ex; en Xiq Vet t¥;0 Vi 70
gelolt Xie=zo Vi, €, B is olus vri.

Omolat B vri; is en |3 nzolimV elementen bevak, vorm€ oleze
een basis Voor V,bestoande uit etaenvec_to\ren von L .
Hieruit \IoL%(: oot L OLLo.%ono.LLseerbao\r LS

prop. Als L voLLeou.s ontbinolkt over R ,don:

olet (L) = zl-*?t.:, , Te (LYY= éﬂlg (A; mag meer mo.ols Voorlomen).




Transformaties von complexe vectorruimten

St..Elke VT in €c¥l lkan vollediq ontbonden wovrden ols
prooluct van eersteqro.odsfactoren.
—» Nu: A e d

ol.eﬂ Aé.d:n'xn' (S obi.o.%onoi.i.see%bqom Cover €) ols A %eéijkuormta 'S
met een dxlo.%ono.o,i.mol:réx, FPe ™™ : Pis inverfteerboor:
P"AP is een (complexe) ob;,o.%onaakmo.trcx.
[ - (C,V,+\—> (C,v,-l-) Lineodir (S o(Lo.%ono.Lase.e.rbo.ar ods V een
bo.sis heeft, bestoonde wuct eigenvectoren van L.



InprocLuctruimten &
EucLéoLésche raimten

lnproobucten en Hermcitische prooducten
def. Zij (R ,V .+)reéel. Een inproduct (cnwenokg proocluct) op V is eéen
,o.ﬁbe.el.oama
| <‘,o>:VXV — [R . (V,W) I <V, w>
met volgencle ecgenschoppen: <-.-> is:
@ L&nea}.r in ole eerste ccmponent - V/\.,,).g efR: Vvq,v,.,we V:
| CAa V. + Ae Ve , W2 = Ay € Va , > + Ag <V, 0>
@ SIjmme(:rc‘.sch: Vv,weV: <V,w> =<w, v>
@ posctief: Vvel: <v,v> 20
® ole Peniet: VveV: <v.u>=0 &YV=o
» [nprooctuctruimte: (R,V, +, <-,+>)
P @Den @ => Lineorcteit in ole tweede component
p <O ,v>=<v,0>=0
> ViweV: <, w>: V>R :v-»<v.w> Ook Lineaire aﬁ’beeLd.i.ng
Wakt bij complexe getollen? a +bi = a-bi en lotbil=va*+6"
deP|Ziy (C,v,+) complex. Een Hermitisch prooluct op V is een
‘o.fbeeloling
<e,e5: VxV—o2C: (V. wW > <V, w>
met vologenole ecgenschappen: <-.->is:
@ Lineoir in ole tweede component: Y A., Ao € C. Vvi,ve.w eV:
W, AVt A Ve ? = Ay S, Va4 A g < 0J,VaY
@ 'l'oegevoego'. Lineour in ole eerste component: LA Vit Ay Vo 0>
= Aa Ve Y+ Ay < Ve Y

1@ Vv.w eV: <v,w> =<, v>

@V\léV: <v,v?>20 en <Vv,v> €]R

@ VheV: v, v>=0¢&> v=0o

» Hermitische ruimte: (C.V.+, <+, +>)

(EnkeLe stounolo.orolvormen:

* inprooluct, op R":

| X, 4> = ‘E-_'X;,-&j;:)(-r’y

* Hermitisch product op €™
<X,4> = EX Y= XY

*continue b?unc.tées in IR:
<P.g>: J P g ax

*matrices in IR™*".

| < A,B>=Tr(AT-R)

*in het vlak R® (olotprooluct):

| <V, > =llvil-lwll - cosx

EuCLLoLc‘.sc.he meethkunole en Eucliolische ruimte

def| Z; (R,V,+,<,:>),dlan is voor elke veV de norm (Lengted:

nvil = vY<v, vz

Als yvi=4, don is v genormeeral /een eenheiolsvecktor.

> idem voor (C,V,+,<:,+>)

Sé.‘ZiJ‘ (R,V, +,<<,>) met Il-]: VIR : llvi-= vev,v> , olon elolt :

*VYAelR - YveV:IlAvii=1x1-nuvi HAVI =YY< 2Av, Av> = VAt <v,u> = 12111
*YveV:IlvIi>0 en llVIl=0 &> v=o0 ll)l[l:o:j/(v,vj" =S5 &<v,vy>=0E>v=0

v hon 3encrmeer~ot worden door Veivi

Zy A e C: llAvi=YV<cAv,Av3 = YAA v u> =V (202 <V, v> = [A]- 11V

nor m,niet absolute wowroe



olef. Zi; (R, NV,+, <&, (idem voovr (cC,V,*+, <+,+3)) ,olon is Voor

Lui.l.Lekeum'.ae_ V,welV , olev,w)y=Illv-wll ode ofPstonol
tussen ven wo.

st. De onagelijkheicl vour Ca.uchca- Schwaurz=
Zi; (IR, V,+, <-.-3) ,dlon gelolt Vyw eV
@Dl <V, wSI<Ivil-llwn

@IV, w>l=nvi-llwll &> ven w Lineair afhonkelijk
Bewijs:@vetellR: <V+éw ,vitwD o

dV+ Ew V+EWD = <V, V+E WS +F EL W, vt EwD
= 4V V2 + v, WD+ EL< W, u> + £ <K W, w>
= lIVIIE + 2¢t<Cv,w> +E*11WNT
D<O (het moet altijol + zijn,niet ¥ of )
D= (2 <v,w>\* —yrvil* . gwn®* <o
4 <v,w>% < Yyuvitilwn®

[<v, o>l S (v - 11\l
@ V= Aw voor €en A e R

<y, w dl =< A, wal = Jal 1S wo. w2l = [AL- L[l -Neatl = I v I (] Lo
[=5] D=o, 3t €R me& trllwi*+2¢t 2V, w> +1lvil*=0 =1 v+ twll®

Dus v+ fw=0 ,woordoor v enw Lineoir ofhankelijk,
Z{j (R NV, +, <<,5) en V,w e V\{o}, odlon is ole hoele tussen V en w
ole unieke hoelk 8 € Lo,T1 met:

(VJW>
Cos(e) = T e

ven w zijn orthogonoal (0f L) als {v,w>=0 ,noteer Vliw.
» Ols V0 €n w £#£O gelou: vloeo als 9:1{-—

br idem voor (L,\V,+,<4s,3)

St.De olriehoeksongelijkheid

olef

Z i (R,v, +, <-,*>) met norm Ill-ll, dan gelot voor alle V,w eV:
HV + oo < UVvI + 11wl

Bewijs: lv+wi*= <v+w Wtw> = KV, v> + 24V, W+ < w,w>

S NI + 2 1LV -Hlwll + 1l eol®

- (Ilvtllem’*D
» ool NNVv—=wi\l < v+ I1twi

» in (C,V,+,<°,e5) anokooca
cef Een ec.nou,% olimen sonale / inprooluc Eruim te

{68)‘1
Eucliadische ruimte/. Herrmitische ruimte
unctocre ruimee

—» (R, MR, +, <e,+>) is een n-dimensionolde Eucliolische ruimte
Mmet het stonooord inprooluct.

»(C,Cc", +,<e,>)isS een n-climensionale unitaoire ruimte
met het stanoloosrd Hermitisch proolct.

Orfhonormaodle bo.sis, orthogonoot complement

St Zij (R, V,+,<+,->) en & ={va...,v )} €V met Vv.,vyeo :@Hiz#j: Vidy,

<V¢,Vj> =0 .Dan is o Vri.
Bewijs: Stel Vi...,Ve alle L en %o, TB: Vu.,....vi L.O.

Stel ouVat+ ...tk Vu=o mebt ceR Vi, TB: Alle x; =0
belijk 0= <aiVat . totuM , V>

— D(4<V4,V(,>+...+'0§u_ <VK,VC>
= ot SV . V> = o¢e llu gl 2

Omd.akt V(>0 ,zal ;=0




def.

SE.

(

controle Voor

Zij (R,V.+,<+,+>) een Euclioclische ruimte en [Bz{v4,..., Vn]
een lbolscs voor V zoolok:
@(V[,,VJ):Q Voor alle ¢ #j Ve ,Vjid= {O oAs (. F#y
® IIVill = 4+ voor alle <. 41 OoLs =y
R is ocon een orthonorma.le baSi.S van V
> inolien enkel @: orthogonale bostis .
.Si'- X= XqVa+...4+%XaVa , Olon <% ,Vi> = Xx¢ Ve, ols x=C§<x,V¢>Vg
Zijs (R,V,+ ,<+,->) een Eucliolische rucmte en 3= {va,.., v}
een orthonermaelde bQ.So:'.S Vaun V. Zi; V,W EV mekt -
CoalV)= (Xa .., xa) en CoplwWI=(Yy ,...,4n) , don is <v,w>= & Xi Y -
Don V= &, X Y\a en w::d?'-:, Yo Ve

SV, > = Z,x.<Vvi, W
- £ = X9 <VvViVNg>

. =0 olks ¢ ¥
"
= ZT.XiYe <V NED = F, X Yiz €CoaptVd, Coplw)D
=4

. Ortho%on alisokieprocéolé von Grom-Schmiolt

Lij (R N,+,<+,+>) een Euclidksche ruimte en {vi,...Va} een
willekeurcge basis von l/,odlon kon oleze bosis omgevormal
wovradlen ‘?ot een orthonormale bo.sis {uq,...u.) von V.
Werkwijze: We construeren Uy, ..,un inductief , zodok {uq,..,u,)
orthonormo.al is en vct{Va, .. v .y = VCt(Uq,...,uu_-}
@ Stel U :n‘\lr—_fﬁ
Q Stel we = Vg = < Ve ,U> Uy =4
Merh op: < W, U4>= <Ve ,U4? -<Vz,u4>m = O
Stel Uq = ,,‘3—:‘,, Dlon is {(us,ue) orthonormoad en
vebl{ua, Us} s vetefua, Wel) S Vet { Uy, Ve =Vl fua. V]
® We hebben orthonormaole S U, Uea] met
VC6{U4,..,, Un-al= vet { Vareur, Ve o]
We. prooluceren Uw:
Stel v, = Ve = ,-§.<v..,,u¢;> U
Bewerénez @ w, LU, ¥, el A, ..., -3 © Wy #£0

b~

@ <Wu Uj2= <V U;2 = Z <V, , Uc><ui, uj>

LS (.
o oks ¢cFEY
= <V .Uj> =<V, U3><uy. U2 =0
—

®Als wi=0, don is VU € Vet sy .., U]z
Ve bt {Va,...,Vu-u) €n ot kon niet ({Vary V) L.O.)
Stel up= 25 , olon is {Ua, ..., us) orthonormao.oL.
Ook vet{ua,.. ,Us)y=svebt{Ua ..., Wy =vetfv,, .. V.3,
Looolrechte projecties

dlef Ziy (R,V.,+, <+,->) een Eucliolische ruimte en Ug_V, oloun. s het

st.

ortho onool Comp[ement van U: oleelruimte
UL -fveVlvLl u Y ueU} =& gleelruimte von v

Zij (R,V,+,<s,03>) een Eucliodksche ruimte en U odeelruimte von V,dan.:
D U+ Ut is een oirecte som
bew: TB: UNn UL+ = {03 ain.u

Neem U< Uf\U‘L: erL LS <U,uUu>=0 /dMS U:O.D



@ UQU_sz
bew-. Neem Vev, TB. V=Vvu+v, metl v, el en Ve € U'L
Neem een %rthonormoie bosis {Ug..., U} voor U,
Stel Vi= E.<v,u;> uU; ,olon is Vvu eU.
1L projectie von v op U
Stel Ve =V-v., doun is v=V4 +v,
TB: V, € ut
VTB: ve L U; Vi € [+, ., L)
Ve, U;> = <V, U;> =<V4q UG

-4 :."OOLSL*J.
7/
= <V,U;?2=-<Vv,u;i> Ui, ui> =o g

G olirmp U + cimp Ut = olim g V

b dimensiePormu e

@(U"L)'L::u

bew: Uc(UL)L uec U stoat L op olle in UL
(UB)=U: olim ((UL)1L) = olim(V)- om (UL)

= Olim (U)
olus U =(UL)t. _
SE. Lij U een odleelruimte von de Euclcdkische ruimee (R,V,+.,<.>)
en veV, odon s pev)y ole vecCor in U op minimaode o.fstond
von V.
> B={U4....,u.) een orthonormolde baosis van U, olon
D: VaV:vippcni= <v,usS> U+ ...+ <V, U Uy
olef| pcvy is dan ode orthogovwa;tc projectie von V op U
Herinner: olcu,y)=I[lu-=VI , Nowoll = m
Bewijs: schrij® v=v.+ Ve met Vuel, v, et
Don is vy het punt in U zo olicht mogelik bij v
TB:- VwelU, w=% va: ol(v,w) > alctv,vy)
Hy - wn > v =vall

os V=W = (Vu—co +Va Na+b N %= llall2+ll b ®
e U eul als olb

Hu=colt™= WVa —Coll™ + 11Va 1™ > NV, Il * =1l V=Va)l® g
Trons Pormolties met een symmetrische matrix
lewma, Zi; L: V>V Llinecir en symmetrisch, dlon zijn ecgenvectoren
bij verschillende eigenwoarden orthogono.al.

Bewijs: stel Lcuy= Av, Lcw)= U mek A #
LiV), o> = ¢cv, Lcw)d> =zie VOLeend.e bloodlzjde

<AV, WS> =2V, AL D

A SV, WS = uU Vv, wd

- )<V, w> = o

olws <V, w>=0, VL w. g
ZjLl:V+V lineour en symmetrisch, don gelolt voor elle AeSpec(l):

od.(ay=m(A),
»>;e bewijs p. 279 - 280

lemmo.




st.

Spectraoalstelling

Voorberei.di.ngz

Zij L:V»V met 3= {Ua,....un) cen orthonormalde basis voor V en
A=LR e R**" Seﬂmmeztri.sch , (IR, V,+,&-,->)

Herinnec: cog(Lecuw) = A - Cop(V)

opm: Aij= <A-ej,€i> met {€4,.,en} stoandaoordbosis van R".

n

=A-e;)i = = At (&) = Ay
Bewering: vol.aend.e uitsprolken zijn equivalent:
@A is symmetrisch
® <Ax.y>=<x,Ay4> Vx, 4y € R"
@ <Lew.,w>S=<v,Lcun)> YV v,w eV
Bewijs: D=>@: Neem x = ej en Y=@ec
<Ax.y>=<Aej,e.>=Ai
<x.RAy>2=< €5 ,Ae > = A
Omdlat A sgmmetrisch: <Aej,e:d> =<e;,Re>.
—»>neem hiervon een Llineaire combinotie.
@=>@‘. <Llcv),w>= <CO'nCchﬂ,Cc".,(w)>
= <Aconpl(v), Co, (WD
=< Cog\V), A cop >
= L CoglV), Cop (Lew)>
=<v, Lcun>
@=>@: <L.cuj), Ue? = Ay = Suy, Lcu)y? = AJ(:
wont Conpcu)=8€¢ o
Spectra.aisteLLLng voor symmetrische maotrices:
Zi; (R, V,+,<e,:>), La:VoV.:XHAX lineocur met A
symmetrisch, dlon bestoat er een orthonormale basis voor
V bestaandle uit eiqenvectoren van A.
Bewi;js: Deet 4: Als A=AT, dan onktbinolt Y, Volleclig over [R.
VTB: Als Ae € en YPa(d)=0o ,odon A R *langs C, <x.3>=§"‘-&3a
Neemn zo'n A en neem xed",X#+0, Ax=]x.
CAX, x> = &£x,AxS
<Ax ,x 2 = <X ,Ax>
;'l-<x,><> =ALX,X>S ,Omookt ¢x,x>#0,is A=2,0ls A e R.
Deel 2: Als L:V-»V symmetrisch en W oleelruimte vonV met
L(w)c W ,olon LwWt) cwt.
Neem ve W+, TB: Lecvye W , Neem o € W
VIR: L ¢v), w> =0
=< Vv, LtWw)>=o0o
eWL ew
Sa_men\/oegangz Stel olum V)=n. We construeren inductief
orthonormalde eilgenvectoren {Ua,....Un)
@ U= o (.wiLlekeuri.ge basis van A: @ ={Ve,...ua})
®@ Stel dat we {uUa,.., U} heblben met k <n. Construeery,,..
Stel( W= vct {U......,u..,},d.onn is Llw)cW, wont L(w):Vcthcu..),...,Lcu,.n}
:VC(‘:{A-: UL ....,Ra.,u.:}cw. Dus oloor odleel 2 : LC\,J‘L) C Wt
beperk Ltot WE, Lo:Wt WL oie nog altiyol voldoet
QoNn <Llotw),WwW? = <V, LoCWYS (n09 oitgd sammetréschl
\A/eaensv deel 4: Neem eigenvector Vi van Lo en stel

-t

Unea =y 1




S¢E) Spectr‘&o.le:eLLin% vOoor Hermi tcsche mokrices
,ZEJ CC, €™ ,+,<-,->) ke stornoloorcl unitaire rtuimte en
Lpa: €™ > . X =+ AX [cnecir met Hermitische motrix A.
Do is er een orthonormale baosis Voor €" bestoanocle wucit
;edaenvectoren von A.
—®» A _is gelijhvormig met een diagonoalmalrix
Orfhogonole mackrices
P*AP=-A »P matrix von basis ver‘o..nd.exéng f.ov. O.N.B.

st. Zi; (R,R™, +,<-,+>) ole stondoord Euclioische ruimte en A R™",
olan ziyjn volgenole equivolent:
@ ole kolommen von A vormen een orthonormale basis van R",

@ AT‘A — Ir\, s
5@ A-“z ATI.
® AAT=-I.;

® de rijen von A Vormen een orthonormole basis van R".

def, Een motrix Ae R™™ s orthogonaal ois AT=A"".

St. Zi; A,Pp e R"™"™ met P orthogonoah. A is symmetrisch a.s.o.
 P"AP =PTAP een dio.gono.almaokrix is.

lemma.. ZIJ A € [R"*n ort‘hcgonao.l., oclon .

@ oletm e (-1, 1);
® elke (reéle) e.c'.%enwao.ro(e. 3eégk iSs occon 4 of -4.
| le A"(v,v): CAV AV = <Av, Av> = VTHTA\/= VTV =<V, V>

St| Zi; (R, R™ ,+,<-,>) ole stanooorad Euclickische ruimte en
LA:fR"'-ben . X~ AX met A or‘thogono.o»(,dcm.:
@NAxn=Uxn VXelR",;
® d(Ax,AY) = olcx.Y) V X.YelR™,
@ Ly is een isomorPisme,
@zy {Ua,...un] een orthonormale basis van R", olan s
- {Lcuad.., Lecun)Y  eveneens een ON.B. van R™
> <AX ,AY>= XTATAY = XTY=<X,¥>
* ker (La)=fol, olus La injectief (0 is geen eilgenwoaorde van A).
> Lag bewoort [engte en orthoaonoj.atec'_t.
=> L4 is een isometrie ( bijectce olie leng Le, hoeken en afstancl

respecteert.

5t.12i; Ae €™ Hermitisch, dlon bestaot er een unitoire Pe ™7
met P7AP =P'AP een oliagonaolmokrix.
> P is unitoir o.s.a. P'=p~*

lemma, Zi; Ae C™"*"™ unitoir, olon:

@D Mmoo (olet cA)) = 4 ;
® VA€ SpecCh): mool(ar= 1.
(zie st. 6.5%)



