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Vraag 1 Beschouw de bewering over een verzameling X:
VeeX:3AeP(X):A#0D = ~(z € A)

(a) Geef de ontkenning van de bewering in een vorm waarbij = en = niet
gebruikt worden.

(b) Is de bewering waar voor elke verzameling X? Bewijs of geef een tegen-
voorbeeld.

Antwoord:
(a) De ontkenning is

JreX:VAePX): A0 NzeA

(b) De bewering is waar voor elke verzameling X. Het bewijs is als volgt.
Neem z € X willekeurig. We kiezen A = (). Dan is de implicatie

A#£D = =(z e A)
juist, omdat de premisse A # () niet waar is.

Opmerking: De bewering op zich is niet interessant, maar het is belangrijk
dat je met logische concepten (kwantoren, implicaties, negatie, ...) kunt
omgaan.



Vraag 2 Zij f : X — Y een functie.

(a) Bewijs dat
VA€ P(X): Ac fY(f(A). (1)

(b) Laat door middel van een voorbeeld zien dat gelijkheid in (1) niet altijd
hoeft te gelden.

(c) Bewijs dat
VAe P(X): A= fYf(A).

als en slechts als f injectief is.

Antwoord:
(a) Kies A € P(X) willekeurig. Neem z € A willekeurig. Dan geldt f(z) €
f(A). Vanwege de definitie van invers beeld, is dan x € f~'(f(A4)). Omdat
r € A willekeurig gekozen was, volgt nu dat A C f~(f(A)). Omdat A €
P(X) willekeurig gekozen was, geldt de uitspraak (1).

(b) Er zijn veel mogelijke voorbeelden. Uit onderdeel (c) blijkt dat de functie
f niet injectief moet zijn.

Neem bv. X = {1,2}, Y = {a} enf:X—)Ymet f(1)=aen f(2) =a.
Kies A = {1}. Danis f(A) ={f(1)} =Y en [~ ( (A)=f1Y(Y)=X =
{1,2}. In dit voorbeeld is het duidelijk dat A # f~1(f(A)). Gehjkheld geldt
dus zeker niet altijd.

(c) Om de equivalentie te bewijzen, bewijzen we twee implicaties.

Bewijs dat (VA€ P(X): A= f"!(f(A)) = [ is injectief

Neem aan dat VA € P(X): A= f~'(f(A)).

Om te bewijzen dat f injectief is, nemen we x1, x5 € X met x; # x5. We
moeten bewijzen dat f(x1) # f(x2).

Neem A = {zp}. Uit de aanname volgt dat A = f~'(f(A4)). Omdat
T1 # 19, 18 71 € A en bijgevolg x1 & f1(f(A)). Dit betekent dat f(x;) &
F(A) = f({as}) = {f(z)}r en dus f(zr) £ flws).

Omdat x; en x9 met x # x5 willekeurig gekozen waren, volgt hieruit dat
f injectief is. De ene implicatie is bewezen.



Bewijs dat f is injectief = (VA€ P(X): A= f"1(f(4)))

Neem nu aan dat f injectief is.

Kies A € P(X) willekeurig. In onderdeel (a) hebben we al bewezen dat
A C f7Y(f(A)). We gaan nu de andere inclusie bewijzen.

Neem z € f~1(f(A)) willekeurig. Dit betekent dat f(x) € f(A). Uit de
definitie van f(A) volgt nu dat er een a € A is met f(z) = f(a). Omdat
f injectief is, volgt + = a. Omdat a € A volgt dus dat x € A. Omdat
x € f7Y(f(A)) willekeurig gekozen was, hebben we de inclusie f~1(f(A)) C A
bewezen.

Zoals reeds gezegd, geldt de andere inclusie altijd vanwege onderdeel (a).
Dus A = f71(f(A)) geldt voor elke A € P(X). Hiermee is ook de tweede

implicatie bewezen.

Conclusie: Omdat de twee implicaties bewezen zijn, geldt de equivalentie

(VAe P(X): A= f"Y(f(A)) & [ is injectief.



Vraag 3 X is een verzameling.

We definiéren een relatie R op de verzameling Fun(X, X') van alle functies
van X naar X door (f,g) € R als en slechts als er een bijectie 0 : X — X
bestaat met

foo=cog

(a) Bewijs dat R een equivalentierelatie op Fun(X, X) is. Hierbij mag u
algemene eigenschappen van bijecties gebruiken zonder bewijs, maar u
moet deze eigenschappen wel vermelden.

(b) Neem X = {1,2,3} en f,g € Fun(X, X) gegeven door
=1 j@=1 fB)=2
g1)=1,  9(2)=2 9B =1L

Behoren f en g tot dezelfde equivalentieklasse van R 7 Beargumenteer
uw antwoord.

Antwoord:
(a) We bewijzen dat R reflexief, symmetrisch en transitief is.

Bewijs dat R reflexiefis Neem f € Fun(X, X) willekeurig. De eenheids-
functie 1x is een bijectie van X naar X en er geldt folx = fenlyo f = f.
Bijgevolg is f o 1y = 1x o f en hieruit volgt dat (f, f) € R.

Omdat f willekeurig was gekozen, is hiermee bewezen dat R reflexief is.

Bewijs dat R symmetrisch is Neem f,¢g € Fun(X, X) willekeurig met
(f,g9) € R. Er is dan een bijectie 0 : X — X met foo = 0o g. De inverse
functie o~! is ook een bijectie van X naar X. Er volgt als we de gelijkheid
f oo =0 oglinks en rechts samenstellen met c=1, dat

oclo(foo)oot=0"to(cog)oo .

We gebruiken nu de associativiteit van de samenstelling en het feit dat o~!
de inverse van o is. Dit leidt tot 071 o f = go o', ofwel
gool=0lof.

Hieruit volgt dat (g, f) € R.
Omdat f en g met (f,g) € R willekeurig was gekozen, is hiermee bewezen
dat R symmetrisch is.



Bewijs dat R transitief is Neem f,g,h € Fun(X, X) willekeurig met
(f,g) € Ren (g,h) € R. Er zijn dan bijecties o en 7 van X naar X zodanig
dat foo =cogen goT =7o0h. Dan geldt, waarbij we een aantal keren de
associativiteit van de samenstelling gebruiken,

fo(ocor)=(foo)or
=(cog)orT
—oo(gor)
=oco(Toh)

=(coT)oh

Omdat o o 7 een bijectie is, volgt hieruit dat (f,h) € R.

(b) De functies f en g behoren tot dezelfde equivalentieklasse als en slechts
als (f,g) € R. Dat wil dus zeggen als en slechts als er een bijectie o is met
foo=0o0g.

We bewijzen dat er geen bijectie o is met foo = 0o g en we doen dit uit
het ongerijmde.

Stel dat o een bijectie is met foo = o og. Dan geldt f(o(x)) = o(g(z))
voor elke x € X. Vanwege de definitie van g vinden we hieruit

fle(M))=0o(1),  f(o(2)) =0(2),  [f(o(3)) =0o(1).

We zien dat zowel x = (1) als x = 0(2) voldoen aan f(z) = z. Uit de
definitie van f is het duidelijk dat er maar é&n z € X is met f(x) = =,
namelijk x = 1. Er volgt dus dat o(1) = 1 en ¢(2) = 1. Maar dan is o niet
injectief en dus zeker geen bijectie. Dit is een tegenspraak.

Er is dus geen bijectie ¢ met f oo = oo g. Dan zijn f en g niet equiv-
alent volgens de equivalentierelatie R en ze behoren dus niet tot dezelfde
equivalentieklasse.



