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1 Gedeelde differenties

1.1 Verband met de interpolerende veelterm

In deze sectie wordt bewezen dat f[xo,...,zy] gelijk is aan de hoogstegraadscoéfficiént van

de interpolerende veelterm van graad n door de punten xg, ..., Zy.

Stelling 1. Voor vaste punten xo, ...,z is de functie A : RR — R : f > flzo,...,x1] een

lineare afbeelding.

Stelling 2. Zij k <r. Dan is

r _ (& e €k
z"[zg, ..., x) = E x’xlt .. xy
eo+:+ep=r—~k

We sommeren voor alle duidelijkheid over {(eg,...,er) € Nleg + ...+ ep =r —k}.

Voorbeeld 3. 1. 2°[z0,71] = xé + x%xl + m%x% Y
2. x3[xg, x1, 2] = T0 + T1 + T2

Bewijs. Het bewijs gaat per inductie op k.

L [k=0]

eo=r—0
2.
[T0, .- Tp—1] [T1,..., 2]
"z, ..., z) =
o — Tk
1 eo e
_ k—1 €1
- S et Y e
eo+-tep_1=r—k+1 e1+-tep=r—k+1
S Z e x2 L (@) + 7))
pe—— 1 Zo k-1 (g + T

ertteg_1+A=r—k+1



1

Hierin kunnen we de factor in de som zetten en samennemen met z + x7:

To—Tp,
A A
o + T €0 .6k
— £ = ry’x,”, (6)
Lo — Tk
eoter=A—1
zodat
€1 ,.e €k—1 ep, .
z"[zo, ..., T = g R S Z x’ xy (7)
e1+-+ep_1+A=r—k+1 eoter=A—1
— €0 .61 €L
= E TR T TS ]
eo+-tep=r—k
Gevolg 4. 1. 2"[zg,...,x,] =1 en voor s > r is 2" [xg,...,xs] = 0.
2. Zij f een veelterm van graadn. Dan is f|xo, ..., zy] gelijk aan de hoogstegraadscoéfficiént
van f.

Bewijs. 1. Uit lemma 2 volgt:

eo,.e 0,.0 0
" [z, ..., zp] = E xlxt . xy = xpxy . ..xn = 1 (8)
ep+-+er=0

Omdat de r-de orde gedeelde differentie constant is, zullen alle hogere orde differenties
dan gelijk zijn aan 0.

2. Zij f =Y I ja;x’. Dan is

n
flzo, .-, xr] :Zaix’[xo,...,xr]. 9)

i=0
Wegens puntje 1 weten we dat voor i < 7 : x'[xg,...,z,] = 0, en 2"[xg,...,2,] = 1,
zodat f[zg,..., 2] = a,. d

Stelling 5. Zij f : R — R een functie en y, de interpolerende veelterm van graad n door de

punten o, T1,...T,. Dan is flzg,...,x,] gelik aan de hoogstegraadscoéfficiént van y, .
Bewijs. Omdat f en y, dezelfde functiewaarden hebben in xg, x1, ..., Ty, zijn hun differenties
gelijk. O

Gevolg 6. Fen gedeelde differentie is onafhankelijk van de volgorde van de argumenten.

1.2 Een expliciete formule

Stelling 7.

flzo, ... 2] 2 (10)

waarbij w(x) = [[[_o(x — 2;), en dus 7'(x;) = [[{p.iz; (x — 24).



Bewijs. Noteer
n
T —x;
/- — ) 11
= I 7= (1)
Jj=0,j#i

de i-de basisveelterm van Lagrange. De hoogstegraadscoéfficiént van ¢; is gelijk aan

n

1 (12)

i — Xy (i)

J=0,37#1

De interpolerende veelterm y, van f is te schrijven als y, = >, f(z;) - 4;, en de hoogste-
graadscoéfficiént van y,, zal dan gelijk zijn aan

Zn: () (13)
=0

W,(xj) '
Wegens stelling 5 is dan ook f[zo,...,x,] hieraan gelijk. O

1.3 Verband met afgeleiden

Stelling 8. Zij f : R — R n keer afleidbaar en stel xg < 1 < ... < x,. Dan is er een

€ € [xo,xp] zodat flxg, ..., x,) = %

Bewijs. Zij y, de interpolerende veelterm door zg,x1,...,T,. Definieer g = f — y,. Dan is
g(z;) = 0 voor elke i. Herhaaldelijk de middelwaardestelling van Rolle toepassen levert ons
nulpunten

(1) (1) (1)

o xy’,...,x, van ¢, waarbij x;"’ € [z, Ti41]

o :1:82), ey xng_)Q van ¢”, waarbij a:z(z) € [xgl), xl(i)l]

.o ...

. xé”_l),xgn_l) van ¢ waarbij :1:2(-"_1) € [xgn_l),xgifl)]
o (= xén) van g™, dus € € [a:énil),xgn*l)] C [xo, zp]

Nu is f(™(§) = yé”) (&) = nlflzo,...,zy], omdat fxg,...,x,] de hoogstegraadscoéfficiént is

van y,. Dusis flxo,...,zn] = f(’;)!(g) .

Gevolg 9. Zij f een C™-functie. Dan is

lim  flzg,...,zy] = . (14)

T, Ty =T n!



1.4 Verband met de interpolerende veelterm van Newton

Stelling 10. Noteer p; = H;;B(x —xj). Zij f : R — R een functie en y, = Y i bip; de
interpolerende veelterm van graad n. Dan is by, = flxo, ..., xk].

Bewijs. Zij yi de interpolerende veelterm van graad k, dan is y, = Z?:o b;p;. Inderdaad,
voor j < k is

k n
D bigi(wg) = yalag) = Y bigi(r;) = ynl) = fla)). (15)
=0

i=k+1
Dus is f[zo,...,xk] gelijk aan de hoogstegraadscoéfficiént van yg, en dit is precies by. O
1.5 Productformule (formule van Leibniz)
Stelling 11. Zij f =g+ h. Dan is flxo,...,25] =35 glz0,. .., 2] - hlzj, ... 2]
Bewijs. Noteer
- poj(x) = Hg;ol (z — x;), de j-de basisveelterm van Newton, en
- nj(2) = [[iZ;11(z — 2i), de (n — j)-de basisveelterm in achteruit.

Volgens stelling 10 kunnen we dan de interpolerende veelterm 3, van g door de punten

xQ, - .., Ty schrijven als
n
Yg(2) :Zg[$07~--,$j]'900j($)7 (16)
§=0
en als we de punten xg,...,x, in omgekeerde volgorde nemen, kunnen we analoog de inter-

polerende veelterm y;, van h schrijven als
yn(z) = Zh[:):j,...,xn] - (). (17)
j=0

Definieer nu p = y,4-ys. Dan zal voor elk interpolatiepunt x; zeker p(x;) = g(x;)-h(z;) = f(x4).
Werk p een klein beetje uit:

p(a) = yg(z) - yn(z) = [ D glwo, ..., 5] - wo;(x) <Z hlzg, ..., %5 - %k(@) (18)
j=0 k=0

n n

= Z Zg[:po, s ] hlxg, o xn] e (x) - oni(). (19)

We bekijken nu de veeltermen ¢g; - ¢, van naderbij. Merk ten eerste op dat ¢g; graad j
heeft en ¢, graad n — k. Dus ¢g; - pni heeft graad n + (j — k).

Ten tweede is duidelijk dat voor i < j : g;(z;) = 0 en voor i > k : ppn(x;) = 0. Wanneer
k < j zal ofwel i < j ofwel i > k, dus zal (¢ojnk)(x;) = 0 voor elk interpolatiepunt x;. Merk
op dat k < j asa deg(poj@nk) > n.

Definieer nu
n j—1

q(z) = Zg[wo, cos T[Ty ] o () - k(). (20)
§=0 k=0



Met andere woorden, ¢ is p, maar dan zonder de termen met graad groter dan n. Dus zal
nog steeds ¢q(x;) = p(x;) = f(x;) voor elk interpolatiepunt x;. Bovendien is deg(q) < n,

waaruit volgt dat ¢ de interpolerende veelterm van f door zg,...,z, is. Wegens stelling
51is f[zo,...,xn] dan gelijk aan de hoogstegraadscoéfficiént van ¢. Die vinden we door de
coéfficiénten bij de veeltermen g, van graad n te sommeren. Nu is deg(oj¢nk) = n asa
k= j. We besluiten dat f[vo,...,zn] = > 27_g g0, ..., 25] - hlzj, ... 0] O

2 B-splines

We zoeken een spline-functie die op zo veel mogelijk intervallen (maar niet overal) identiek 0
is. Noem de knooppunten van de verzameling spline-functies waarin we werken, ¢;. Om ons
niet druk te moeten maken over de randverschijnselen, werken we met (aftelbaar) oneindig
veel knooppunten, genummerd in stijgende lijn.

Stelling 12. Zij k > 0 en p € Z. Er bestaat, op een constante factor na, een unieke spline-
functie s van graad k zodat

o YV <t,:s(x)=0,
o V1 > tp+k+1 : S(HZ’) = 0,
e s is niet de nulfunctie.

Met name is s(x) = (t—z)% [tp, tpi1, - ., tprit1)e (de gedeelde differentie naar de veranderlijke
t, geévalueerd in x).

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid stellen we p = 0.

. Zij s zo'n functie. We weten dat {1 D L 1} U{ - +\z € Z} een

basis vormt voor de spline-functies van graad k. We kunnen s(z) dus schrijven als

k—1
:):):Zai-(ti—x)’i—i—z:bi-xi. (21)
i€Z =0

Omdat s een spline-functie is, is de beperking van s tot elk interval [t;, ;1] een veel-
termfunctie. Noteer de overeenkomstige veelterm dan met s; € R[z]. Dan is (let op de
eerste sommatie)

00 k—1
s = Z a; - (LLZ‘ — .%')k + sz . Qj‘i, (22)
i=j+1 i=0
en dus
S5 —Sj—1=0aj - (tj - CC)k. (23)

Uit de voorwaarden volgt dat voor j < 0 en voor j > k : s; = 0. Hieruit en uit (23)
volgt dat voor j < 0 en voor j > k+1:a; =0. Maar dan is

00 k—1 k—1
Sk+1 = Z ai'(ti_l')k‘FZbi‘lUZ:Zbi'xl- (24)
=k 42 =0 =0



Omdat si11 = 0, volgt dan dat alle b; = 0. We kunnen s(x) dus schrijven als

k+1

Z a; - (t; — ), (25)

en voor j < 0 is

k+1
Sj = ZCL@ . (ti — $)k (26)
=0
Voor j < 0 moet s; = 0, en dit is het geval asa alle coéfficiénten bij verschillende

machten van z gelijk aan nul zijn. De coéfficiént ¢, bij 2*~" is gelijk aan
k+1 Ek k+1
”:¥“Q> D~ i (27)
1=

Dit levert een (k + 1) x (k + 2)-stelsel van Vandermonde op:

1 1 -~ 1 ZO
1
o t1 -+ Tl
Vk(to,...,tk+1)-a: : : . : =0. (28)
th 4k o0 ¢k Ak
0 U k+1 Qo1

We kunnen dit stelsel uitbreiden tot een vierkantig stelsel van Vandermonde:

1 1 s 1 ap 0
to ti - g ay 0
V=Vipi(to, .- stey1) a=| T =10 (29)
o t tngrl ak 0
it )

En er geldt: a is een oplossing van (28) asa er een \ bestaat zodat a een oplossing is
van (29).

Voor een vaste A is dit stelsel uniek oplosbaar. Zij W = V=1 en Wy k41 de laatste kolom
van W, dan is het duidelijk dat Aw, 41 een oplossing is van (29). Uit onderstaand
lemma volgt dat w; g4+1 = ,( =k Dus zal a; = ﬁ en kunnen we, gebruikmakend van
(25) en stelling 7, s(z) uiteindelijk schrijven als

(@) = s (=)t (30)
1=0 ¢
k+1 k
(ti — )
=\ ; W,(ti)+ (31)
=X (t—2)[to, t1, ot i- (32)

° De gegeven functie voldoet aan de eisen.



Lemma 13. Zij

1 1 1
to t1 - tn

V=Vulto,...,tn)=1| . . " e rrtDx (A1) (33)
o tk

een Vandermonde-matriz en zij W = V1. Nummer de elementen van de matrices te beginnen
bij 0 en zij ¢; de i-de basisveelterm van Lagrange, dus {;(x;) = ;5. Dan is w;; gelijk aan de
coéfficiént bij 27 in £;. In het bijzonder is wy, = %

Bewijs. Noteer fi(z) = > }_qwia”.

n n
0 = L = (WV)ig = 3 wig - vy = 3w+ 15 = filty). (34)
k=0 k=0
Als fi(t;) = d;5 voor alle j, dan moet f; = ¢;. Hiermee is het lemma bewezen. O

Definitie 14. De p-de B-spline van graad k wordt gedefinieerd als

My () i= (t — ) [ty o tprrr]e (35)
2.1 Recursieformule
Stelling 15.
r—1 tprkt2 — T
My p41(2) = ﬁMpyk(fﬂ) + tpitMp-&-Lk(x)' (36)
p+k+2 — Up p+k+2 — Up

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen we dat p = 0. Noteer
- mo(2) = [Ty (= = 1),
- mi(2) = [T (@ = ),
- (o) =[5 (@ — ta).

We gebruiken stelling 7:

T — 1o T —to i T
—— My p(x) = 37
thya —to @) tk+2_t0§ 7o (t:) (87)
k41
_ Tt Z ti —thto (ti — x)lfl (38)
tk+2 — t() i—0 t, —x W’(ti)
k42
_ Z r—ty iy —ti (ti— )it (39)
r—ti tryz—to ' (ty)



waarbij we in de laatste sommatie de term voor ¢ = k + 2 mogen toevoegen omdat die toch
gelijk is aan 0. Analoog berekenen we:

k+2
(ti — x)k

lg+2 — X lgyo —
—= M p(x) = 40
tk+2 —to Lk(2) tk+2 — o ; m(t:) (40)
k+2
_tga—a i ti—to (ti— )i (41)
tk+2 — to i1 t, — T ﬂ/(ti)
k+2
o i T—tg2  ti—to (ti — x)ﬁ“ (42)
x—1t; tk+2 — t(] W,(ti)
Tellen we beide op, dan vinden we:
T —1 t —x
- Mog(@) + o My () (43)
tg+2 — to tgt2 — to
k+2
_ i x — o) tk+2 ti) + (x — tpg2)(ti — to) ' (ti — x)i“ (44)
(z — ;) (thpo — to) ' (t;)
k+2 >k+1
= Z = Mo e41(2). O
2.2 Normalisatie van B-splines
Definitie 16. De p-de genormaliseerde B-spline van graad k wordt gedefinieerd als
Np k(@) := (tptrt1 — tp) Mp g (45)
Stelling 17. Voor willekeurige x en k is
> Npglz) =1. (46)
PEZL

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen we x € [tg,txy1[. Voor p < —1 en
p>k+1isdan Np(z) =0.

k
> Npr(x) = Npw(a) (47)
PEL p=0
k
= Z(tp+k+1 —tp) - (t— 53)]-7—[7510’ s tpyktale (48)
p=0
k
=3 (=)l byl = (=@ sty ) . (49)
p=0

waarbij we in de laatste stap van de recursieve definitie van gedeelde differenties gebruik-
maakten. Merk op dat het tweede deel van de term voor p wegvalt tegenover het eerste deel
van de term voor p — 1. Blijft over:

> Npw(@) = (t— 2 [tera, - - topar)e — (8 — 2)K [to, -, ta]e (50)
pEZ



Omdat tg,...,t; alle kleiner zijn dan z, is (¢; — :Jc)'i =0voor ¢ =0,...,k. Dusis (t —
z)k [to, ..., tele = Olto, - - ., tx]e = 0.

Omdat tgy1,. .., tags1 alle groter zijn dan z, is (t; —2)% = (t; —z)F voor i = k+1,...,2k+1.
Dus is (t — a:)i[tkﬂ,...,tgkﬂ]t = (t — 2)*[tgy1, .. togs1]t = 1, want 1 is de hoogste-

graadscoéfficiént bij ¢ in de veelterm (¢ — x)*.
We besluiten dat

> Npplz)=1-0=1. O
pEZ



